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§1.1 O conjunto dos nimeros reais

No conjunto dos niimeros reais, que representaremos por R, estao
definidas duas operagoes:

— uma adigao, que a cada par de nimeros reais (a,b) faz
corresponder um numero a + b;

— uma multiplicacado, que a cada par (a,b) associa um nimero
representado por a.b (ou a x b ou simplesmente ab).
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§1.1 O conjunto dos nimeros reais

Estas operagoes verificam as seguintes propriedades:

Propriedades da adicao

Al) Para cada a,b,c € R,

a+ (b+c)=(a+b)+c (associatividade)
A2) Para cada a,b € R,
a+b=b+a (comutatividade)

A3) Existe um elemento 0 € R, designado por "zero", tal que para cada
a € R
a+0=0+a=a (elemento neutro)
A4) Para cada a € R, existe um elemento —a € R tal que
a+(—a)=(—a)+a=0 (simétrico)
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§1.1 O conjunto dos nimeros reais
Propriedades da multiplicagao

M1) Para cada a,b,c € R,

a(bc) = (ab)c (associatividade)
M?2) Para cada a,b € R,
ab = ba (comutatividade)

M3) Existe um elemento 1 € R, diferente de zero e designado por
"unidade", tal que para cada a € R

al=1la=a (elemento neutro)
M4) Para cada a € R\ {0}, existe um elemento a~! € R tal que
aa t=a"la=1 (inverso)

v

Distributividade da multiplicacao em relacao a adigao

D1) Para cada a,b,c € R,
a(b+c) = (b+c)a=ab+ ac (distributividade)
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§1.1 O conjunto dos nimeros reais

Associadas a estas operacoes estao duas outras operagoes, a
subtraccao e a divisao. A subtrac¢ao entre dois niimeros reais a e b
representa-se por a — b e é definida por

a—b=a+(-b).

a

A divisao entre dois niimeros reais a e b com b # 0 representa-se por 7
(ou a =+ b ou a/b) e é definida por

a —1

—=ab .

b

a

A 7 com b # 0, também se chama fracgao entre a e b.

Anténio Bento (UBI) Célculo I 2009/2010 9 / 451

§1.1 O conjunto dos nimeros reais

Propriedades das fraccoes

Sejam a, b, ¢ e d nimeros reais tais que b # 0 e d # 0. Entao
a ¢ ad=+bc
DLl
“bvd - bd
a c ac
O = = = —=
b d bd

a
o b, d_d
osecyéO,entaoE—bxc—bc.
d
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§1.1 O conjunto dos nimeros reais

Efectue as seguinte operagoes

a)

~ .

- .

X

- .

|-

- .

o
N—

WIN WIN NDW Wi Wi
I

Wl Wik WiNn DWW N W

Exercicio
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§1.1 O conjunto dos nimeros reais
Lei do corte da adicao

Sejam a, b e ¢ niimeros reais. Entao
a+c=0b+c

se e sO se

S
I
=
Q

Lei do corte da multiplicacao

Sejam a, b e ¢ nimeros reais com ¢ # 0. Entao

se e sO se
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§1.1 O conjunto dos nimeros reais

Lei do anulamento do produto

Dados ntimeros reais a e b tem-se
ab =10

se e sO se
a=0 efou b=0.
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§1.1 O conjunto dos nimeros reais

Casos notaveis da multiplicacao

Se a e b sao niimeros reais, entao
i) (a+b)% = a®+ 2ab + b

ii) (a —b)? = a® — 2ab + b?;

iii) (a+b)(a —b) = a® — b?.
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§1.1 O conjunto dos nimeros reais

Resolucao de equacoes de primeiro grau

Sejam a e b nimeros reais. Entao

i)a+zr=bsxr=>b—aq;

b
i) axr =b< = — onde a # 0;
a

Férmula resolvente (de equagdes de segundo grau)

Sejam a, b e ¢ nimeros reais, com a # 0. Entao

—b+ Vb? — 4ac

2a

ax’ +br+c=0 1=
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§1.1 O conjunto dos nimeros reais

Exercicio

Calcule, em R, o conjunto solucao das seguintes equagoes
a) 18x — 43 = 65; b) 23x — 16 =14 — 17x;
c) 10y—5(1+y)=302y—2)—20; d) z(z+4)+z(z+2)=22%+12;
r—5 1-2x 3-u

e) 10 + P T T f) 22 —5x+6 = 0;
g) x% —4=0; h) 3x? — 6z = 0;
i) 224+ 62 +8=0; j) 2x% —Tx + 3 = 0;
k) x? — 6z +9 = 0; ) 22+ x+1=0.
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§1.1 O conjunto dos nimeros reais

Ordem

Existe um subconjunto de R, que se designa por conjunto dos ntiimeros
reais positivos e que se representa por R, que verifica as seguintes
propriedades:

a) Se a,b € R, entao
a+beRT eabe RT.

b) Para todo a € R\ {0},
oua€R" ou —a€RT.
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§1.1 O conjunto dos nimeros reais

Usando o conjunto R* podemos definir em R uma relacdo de ordem.
Dados dois elementos a,b € R, dizemos que a ¢ menor do que b, e
escrevemos

a < b,

se
b—aeRT.

Diz-se que a ¢ menor ou igual do que b, e escreve-se

Se
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§1.1 O conjunto dos nimeros reais

A relacao de ordem permite-nos representar os niimeros reais numa
recta ou num eixo.

19 / 451
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§1.1 O conjunto dos nimeros reais

As relagoes de ordem que definimos previamente permitem-nos definir
varios subconjuntos de R chamados intervalos. Dados dois niimeros

reais tais que a < b, temos os seguintes conjuntos:

bj={reR:a<zx<b};
b={reR:a<x<0b};
a,b) ={z € R:a<z<b};
bj={reR:a<z<b};

={zreR:z<b};
={zreR:z<b};

20 / 451
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§1.1 O conjunto dos nimeros reais

Representacao geométrica dos intervalos

jo.t{ W Ja,+o0]
la, b] a& N: (@, +00]
e | oo,
oy Y | o0l
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§1.1 O conjunto dos nimeros reais
Propriedades de ordem

Para quaisquer niimeros reais a, b, c e d, tem-se
a) sea<beb<c entdoa < c;

b) se a #b, entdo ou a < b ou b < a;
c) sea<beb<a,entdoa=b;

d) se a # 0, entdo a® > 0;

e) a<bseesdsea+c<b+c

f) sea<bec<d, entdo a+ c < b+ d;
g) sea <bec>0,entdao ac < be;

h) sea <bec<0,entdao ac > be;

i) se a >0, entdo a~ ' > 0;

j) se a <0, entdo a * < 0;

k) sea<b,entéoa<aT+b<b;

[) ab>0seesése(a>0eb>0)ou(a<0ebdb<0).

2009/2010
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§1.1 O conjunto dos nimeros reais

Exercicio

Determine, em R, o conjunto solucao das seguintes condicoes:
a) 2x+ 7> 3; b) 4 —3x < 6;

c) 1 <3z +4<16; d 0<1—-—x<1;

e) —5<3—-2x<9; f) 4z <2x+1 < 3z + 2;
g9) 2r —3<x+4<3x—2; h) 2z +3)(x—1)>0;

i) 222+ < 1; j) 22+ 2z +1>0;

k) 22+ > 1; 1) x? < 3;

m) x* > 5; n) x3 — 2% <0;

0) (x+1)(x —2)(x+3)>0.
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§1.1 O conjunto dos nimeros reais

Intuitivamente, poderiamos construir os nimeros naturais da
seguinte forma:

1 é um niimero natural;

1 4+ 1 que representamos por 2 é um nimero natural;
1+14+1=2+ 1= 3¢ um nimero natural;

etc.

Assim,
IN=1{1,2,3,4,5,...}.
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§1.1 O conjunto dos nimeros reais

A partir dos niimeros naturais podemos definir os ntimeros inteiros e os
nimeros racionais.

Um ntimero real diz-se um niimero inteiro se for um niimero natural,
ou se o seu simétrico for um niimero natural ou se for zero, isto é, o
conjunto dos nimeros inteiros é o conjunto

Z=NU{0}U{meR:—meN}.

Um nimero racional é um ntmero real que pode ser representado
como o quociente entre dois niimeros inteiros, isto é, o conjunto dos
nimeros racionais é o conjunto

Q:{%:mEZ,nGZ\{O}}.
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§1.1 O conjunto dos nimeros reais

Os nameros racionais também podem ser definidos através da
representacao decimal. Um ntmero real é racional se no sistema
decimal tiver uma dizima finita ou uma dizima infinita peridédica.

Assim, o ntimero
0,3333333...

¢ um numero racional, que também se representa por
0,3(3)

Além disso, este nimero também pode ser representado por

1
3"
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§1.1 O conjunto dos nimeros reais

Aos ntimeros reais que nao sao racionais chamamos de nimeros
irracionais.

Os nameros /2, v/3, 7 e e sdo niimeros irracionais.

As inclusoes seguintes sao 6bvias:

NcZcQcCR.
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§1.1 O conjunto dos nimeros reais

Por valor absoluto ou médulo de um elemento x € R entende-se o
nimero real |z| definido por

T se x > 0;
2| =
—x sex <0.

Uma forma equivalente de definir o médulo de um nimero real x € a
seguinte
|z| = max {x, —x}.

Geometricamente, o médulo de um niimero da-nos a distancia desse
nimero a origem.
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§1.1 O conjunto dos nimeros reais

Propriedades do médulo

Para quaisquer ntmeros reais a, b tem-se

a) |al =0 se e 86 se a = 0;

b) |a| > 0;
¢) |abl = |al.|b];
d) |a+b| <la|+ |b]; (desigualdade triangular)
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§1.1 O conjunto dos nimeros reais

A propriedade d) denomina-se desigualdade triangular pelo facto de
num triangulo o comprimento de qualquer lado ser menor do que a
soma dos comprimentos dos outros dois lados.

y =

la+0] < lal + [b]
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§1.1 O conjunto dos nimeros reais

Propriedades do médulo (continuagao)

o) x| =a, a>0
Sr=a V r=—a

lz| < a
Sr<a N x>-—a

2] < a
Srx<a N xr>-—a

lz| > a
Sr>a Vor<-—a

2] > a
Srx>a V< —a
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§1.1 O conjunto dos nimeros reais

Podemos usar o moédulo para calcular a distancia entre dois nimeros
reais. A distancia entre dois nimeros reais a e b é dada por

la —b|.

Geometricamente,

¥y

ja = 0|
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§1.2 Definicao e exemplos de fungoes; func¢ao inversa; composicao de funcoes

Uma funcao f: A — B é definida a custa de trés coisas:
e um conjunto A a que se chama dominio da funcao;
e um conjunto B chamado de conjunto de chegada da funcgao;

e uma regra que a cada elemento de x € A faz corresponder um e
um s6 elemento de B, elemento esse que se representa por f(z).

Referimo-nos a € A como um objecto e a f(x) € B como a sua
imagem por f, respectivamente. Também usamos a expressao valor
de f em x para nos referirmos a imagem f(x).

Ao conjunto das imagens chamamos contradominio de f, ou seja, o
contradominio é o conjunto

flA)={f(x) e B:z € A}.
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§1.2 Definicao e exemplos de funcoes; func¢ao inversa; composicao de funcoes

A natureza da regra associada a f: A — B, e que nos permite
determinar o valor de f(z) quando é dado x € A, é inteiramente
arbitraria, tendo apenas que verificar duas condicoes:

1) ndo pode haver excepgdes, isto é, para que o conjunto A seja o
dominio de f a regra deve de fornecer f(zx) para todo o x € A;

2) nao pode haver ambiguidades, ou seja, a cada x € A a regra deve
fazer corresponder um unico f(z) € B.
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§1.2 Definicao e exemplos de fungoes; func¢ao inversa; composicao de funcoes

As fungoes f que nés vamos estudar sao fungoes reais de variavel
real, ou seja, o dominio da funcao f é um subconjunto de R e o
conjunto de chegada é o conjunto dos niimeros reais R. O dominio
costuma representar-se por D ou Dy e usa-se a seguinte notagao

f:DCR—R,
ou, de forma mais abreviada,

f:D— R.
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§1.2 Definicao e exemplos de funcoes; func¢ao inversa; composicao de funcoes

Exemplo — Primeira Lei de Ohm

A primeira lei de Ohm diz que a intensidade I da corrente eléctrica é
dada pelo quociente entre a grandeza diferenca de potencial V' e a
resisténcia eléctrica R do condutor:

Assim, num circuito eléctrico a intensidade da corrente pode ser vista
como uma funcao da diferenca de potencial.
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§1.2 Definicao e exemplos de fungoes; func¢ao inversa; composicao de funcoes

Exemplo — Funcoes afim
As funcoes dada por
f(x) = ax +b,
onde a e b sao dois nimeros reais fixos, designam-se por funcoes afim.
Quando b = 0, a expressao reduz-se a

f(z) = ax
e exprime que as variaveis entre z e y = f(x) existe proporcionalidade
directa, visto que o quociente dos dois valores correspondentes é
constante:

— = a.
i

Dizemos entao a funcao definida é linear. O dominio de uma funcao
afim é sempre o conjunto dos ntimeros reais. O contradominio é o
conjunto R dos niimeros reais, excepto no caso em que a = 0. Quando
a = 0 o contradominio é o conjunto singular {b}.
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§1.2 Definicao e exemplos de funcoes; func¢ao inversa; composicao de funcoes

Exemplo — Funcoes quadraticas

As funcoes definidas por
f(x)=az?+brx+c, a#0

designam-se por fungoes quadraticas. O seu dominio é o conjunto R
dos ntimeros reais e o contradominio é o intervalo

7 (z)

sea>0esea<0éointervalo
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§1.2 Definicao e exemplos de fungoes; func¢ao inversa; composicao de funcoes

Exercicio 4 da ficha 2

Sejam c e f duas varidveis representando a mesma temperatura medida

respectivamente em graus Celsius (C) e em graus Fahrenheit (F). A

relacao entre c e f é descrita por uma funcao afim. O ponto de

congelamento da agua é de ¢ = 0°C ou f = 32°F. A temperatura de

ebulicao é de ¢ = 100°C ou f = 212°F..

a) Determine a férmula de conversdo da temperatura em graus
Fahrenheit para a temperatura em graus Celsius.

b) Existe alguma temperatura para a qual os valores em graus Celsius
e Fahrenheit sejam iguais? Determine-a em caso afirmativo.

c) A relagao entre a temperatura absoluta k, medida em graus Kelvin
(K), e a temperatura c, em graus Celsius (C), é descrita por uma
funcao afim. Sabendo que k£ = 273° K quando ¢ = 0°C' e k = 373°K

quando ¢ = 100°C' determine k em funcao de f.
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§1.2 Definicao e exemplos de funcoes; func¢ao inversa; composicao de funcoes

Exercicio 2 da ficha 2

Uma haste rigida, feita de material muito leve, de modo que podemos
considerar o seu peso desprezavel, gira em torno de um eixo. Numa das
extremidades, a distancia de 1 metro do eixo, esta colocado um peso de
3 Kg. Para que a haste fique em equilibrio (isto é, no plano horizontal
do eixo0), colocamos um outro peso de P Kg no outro lado da haste e a
distancia d (metros) do eixo; verifica-se experimentalmente que o
equilibrio é conseguido se os valores de d e P se correspondem de
acordo com a tabela

d|1]0.5]0.3/0.1]0.05

P|3]| 6 [10|30] 60

E possivel concluir da andlise destes dados que as grandezas P e d sao
inversamente proporcionais.

a) Identifique a expressdo que permite escrever P como funcao de d.

b) Determine o dominio da funcao P(d).
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§1.2 Definicao e exemplos de fungoes; func¢ao inversa; composicao de funcoes

Dada uma funcao real de variavel real f: D C R — R, o conjunto

4 (f) =A{(a, f(a)) : a € D}

designa-se por grafico de f. Obviamente, este conjunto pode ser
representado no plano e a essa representacao geométrica também se
chama grafico.
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§1.2 Definicao e exemplos de funcoes; func¢ao inversa; composicao de funcoes

Exemplo

As funcgoes afim f,g,h: R — R definidas por
flz)=2, gx)=2x+1 e h(x)=—-2x—-1

tem os seguintes graficos:

g(x) =2x+1
fl@)==z

h(z) = -2 -1
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§1.2 Definicao e exemplos de fungoes; func¢ao inversa; composicao de funcoes

Exemplo

O grafico de uma funcao quadratica é uma parabola. Por exemplo, a
funcao dada por
flz)=2*+z+1

tem o seguinte grafico

fl@)=22+z+1
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§1.2 Definicao e exemplos de funcoes; func¢ao inversa; composicao de funcoes

Exemplo

As func¢ao dada por
flx)=1/x

cujo dominio é R\ {0} tem o seguinte grafico

8|~
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§1.2 Definicao e exemplos de fungoes; func¢ao inversa; composicao de funcoes

Seja f: D C R — R uma fungao real de variavel real. Dizemos que f ¢
injectiva se

para quaisquer a,b € D tais que a # b se tem f(a) # f(b).
A funcao f é sobrejectiva se
para cada b € R, existe a € D tal que f(a) = b.

Obviamente, uma funcao real de variavel real é sobrejectiva se o seu
contradominio for o conjunto R dos niimeros reais.

As fungoes que sao injectivas e sobrejectivas dizem-se bijectivas.

Anténio Bento (UBI) Calculo I 2009/2010 46 / 451



§1.2 Definicao e exemplos de funcoes; func¢ao inversa; composicao de funcoes

Exemplo

Seja f: R — R a func¢ao definida por
flx) =2z + 3.
Como

fla)=f(b) & 2a+3=2b+3

& 2a = 2b
S a =0,
a funcao f é injectiva. Além disso, dado b € R, fazendo a = b—3
temos 2
f(a)=f(b_73) =b_T3+3:b+3—3=b,

o que mostra que f é sobrejectiva.
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§1.2 Definicao e exemplos de fungoes; func¢ao inversa; composicao de funcoes

A funcdo f: R — R definida por f(x) = 22 ndo é injectiva porque

Além disso, também nao é sobrejectiva porque o seu contradominio é o
intervalo [0, +oo].
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§1.2 Definicao e exemplos de funcoes; func¢ao inversa; composicao de funcoes

Seja f: D C R — R uma funcao real de varidvel real injectiva. Recordemos
que o conjunto de todas as imagens por f de elementos de D, ou seja, o
conjunto

f(D)={f(z) e R: x € D},

se designa por contradominio de f. Como f é injectiva, dado y € f(D), existe
um e um s6 z € D tal que

flz) =y.

Nestas condigoes podemos definir a inversa da fungdo f que a cada y € f(D)
faz corresponder x € D tal que f(x) = y. Essa inversa representa-se por f~! e
é a funcao

f L f(D) =R

definida por
fly) =z seesodse flx)=y.
E evidente que para cada x € D e para cada y € f(D) se tem

@)=z e f(f7'(y) =y
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§1.2 Definicao e exemplos de fungoes; func¢ao inversa; composicao de funcoes

A funcao f: {1,2,3,4} — R definida por

F) =9, f(2)=8, f(3)=T7e f(4) =6

é injectiva e pode ser representada da seguinte forma:s:

e a sua inversa é a funcao f~!: {6,7,8,9} — R definida por

F7Re) =4, Y1) =3, F718) =2e f719) =1.
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§1.2 Definicao e exemplos de funcoes; func¢ao inversa; composicao de funcoes

Exemplo
Consideremos novamente a funcao f: R — R definida por
f(x) =2z + 3.
Ja vimos que esta funcao é injectiva e, consequentemente, tem inversa. Além
disso, o contradominio de f é R e, portanto,
f1:R = R.

Como
y=f(z) & y=2r+3
< 2z=-y+3
&S 2r=y—3

y 3
Sr=-°
TT9 73

f~1 é definida por
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§1.2 Definicao e exemplos de fungoes; func¢ao inversa; composicao de funcoes

Exemplo (continuagao)

\CR V]
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§1.2 Definicao e exemplos de funcoes; func¢ao inversa; composicao de funcoes

Exemplo

Seja f: R — R a funcao definida por

f(zx) = 2%
Esta funcao nao é injectiva porque, por exemplo,
[ =r1)=1

Assim, a fun¢do f nao tem inversa. No entanto, se pensarmos na restri¢ao
desta funcdo a [0, +00[, ou seja, se usarmos a funcdo g: [0, +0o[— R definida
por g(x) = x?2, esta funcdo ja é injectiva pelo que podemos pensar na sua
inversa. Como o seu contradominio é [0, +ool e y = 2? = z = /7, a funcdo

g 1[0, +oo[— R

¢é definida por
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§1.2 Definicao e exemplos de fungoes; func¢ao inversa; composicao de funcoes

Exemplo (continuagao)
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§1.2 Definicao e exemplos de funcoes; func¢ao inversa; composicao de funcoes

Sejam
fDfCR—-R e g¢g:D;CR—R

duas funcoes reais de variavel real. A funcao composta de g com f
é a funcao
gof: Dy CR— R,

de dominio
Dyog ={x € Dy: f(x) € Dy},

definida por
(g0 f)x) =g(f(z)).
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§1.2 Definicao e exemplos de fungoes; func¢ao inversa; composicao de funcoes

Exemplo

Sejam
ffR—=R e g¢g:R\{0} >R

as fungoes definidas por

1
f@)=a*-1 e g(z)=-.
x
Entao g o f tem por dominio o conjunto
Dgof = {ZIJ S Df: f(CU) c Dg}
= {:BEIR::B2—1EIR\{O}}
=R\ {-1,1}

e é definida por

(9o f)(z) = g(f(2)) = g(a® — 1) =

x2—1
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§1.2 Definicao e exemplos de funcoes; func¢ao inversa; composicao de funcoes

Exemplo (continuagao)

Se em vez de g o f calcularmos f o g temos
Dfog = {& € Dy: g(a) € Dy}

:{xeR\ﬂH:ieB}
= R\ {0}

(fog)(z) = flg(x) =f(1/z)=— — 1.
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§1.2 Definicao e exemplos de fungoes; func¢ao inversa; composicao de funcoes

Exemplo (continuagao)
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e Funcoes reais de varidvel real: generalidades e exemplos

@ Funcéo exponencial e funcao logaritmica
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§1.3 Funcao exponencial e funcao logaritmica

Dado um ntimero real positivo a > 0, pretendemos estudar a funcao
f:R—>R

definida por
f(z) =a”,

que se designa por funcao exponencial de base a.

Repare-se que quando a = 1 temos a func¢ao constante
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§1.3 Funcao exponencial e funcao logaritmica

Propriedades da funcao exponencial

Sejam z,y € R e a,b €]0, +00[. Entao
a) a® =1
b) a®t¥ =a® a¥
1
c) a” %= po
d) a* 7Y = Z—:
e) (a®)Y = a*¥
f) a®b® = (ab)”
g) sex>yea>1,entdo a® > a?
h) sex>ye0<a<]l1,entdoa” < a?
i) se a € ]0,4+00] \ {1} a fungdo exponencial é injectiva
j) sea € ]0,+00[ \ {1} o contradominio da fun¢do exponencial é |0, +00]
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§1.3 Funcao exponencial e funcao logaritmica

O<ax<1 a>1

Grafico da funcao exponencial
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§1.3 Funcao exponencial e funcao logaritmica

Quando a €]0,1] U |1, +00], a funcao exponencial a® é injectiva e, por
conseguinte, tem inversa. Essa inversa chama-se logaritmo na base a
e representa-se por log,,.

Assim, tendo em conta que o contradominio da funcao exponencial é o
intervalo |0, +00[, temos que

log, : |0, +00[— R
¢ a funcgao definida por

log,x =1y se esbsex=a.

Obviamente, quando a = e temos a funcao logaritmo natural que
representamos por In.
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§1.3 Funcao exponencial e funcao logaritmica

Propriedades da funcao logaritmica

Sejam z,y € Rt e a,b €]0,+o0[\ {1}. Entao

a) log, (xy) =log,x + log,y

1
b) log, — = —log, x
x

C) loga z - loga L — loga Yy
Y

d) log, (%) = « log, x

e) log, z = log, = log, b

f) log,1=0

g) sex >y ea>1,entao log, r > log,y

h) sex >ye0<a<l1,entdo log, r < log,y
i) a fungao logaritmica é injectiva;

j) o contradominio da fungao logaritmica é R
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§1.3 Funcao exponencial e funcao logaritmica

a>1

0<ax<l1

Grafico da funcao logaritmo de base a
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§1.4 Funcgoes trigonométricas e suas inversas

D
E BE CD
AE  AD
AB AT
AE AD
o [ [
A B C
® Seno:
on o — comprimento do cateto oposto  BE  CD
~ comprimento da hipotenusa ~ AE  AD
® COSeno:

comprimento do cateto adjacente AB  AC

cosa = , : = =
comprimento da hipotenusa AE  AD
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§1.4 Funcgoes trigonométricas e suas inversas

a em radianos

COS «v
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§1.4 Funcgoes trigonométricas e suas inversas

As funcoes seno e coseno, cujo dominio é o conjunto dos niimeros
reais, fazem corresponder a cada x € R

senx

e coscz,

respectivamente. O contradominio destas duas funcoes ¢é o intervalo
[—1,1].
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§1.4 Funcgoes trigonométricas e suas inversas

Anténio Bento (UBI)
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Grafico da fungao seno
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§1.4 Funcgoes trigonométricas e suas inversas

Gréafico da funcao coseno
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§1.4 Funcgoes trigonométricas e suas inversas

Outra funcao trigonométrica importante ¢ a funcao tangente, definida
pela féormula

que esta definida para todos os pontos x tais que cos z # 0, ou seja, o
dominio da funcao tangente é o conjunto

{:IJEIR : x#g—l—kﬂr, kGZ}.

O seu contradominio é o conjunto dos niimeros reais.
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§1.4 Funcgoes trigonométricas e suas inversas

vl
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Grafico da funcao tangente
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§1.4 Funcgoes trigonométricas e suas inversas

A funcao cotangente é dada pela expressao

COS T

cotg x = .
sen T

O seu dominio é o conjunto
{zreR : v#kr, keZ}

e o contradominio é o conjunto dos niimeros reais.
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§1.4 Funcgoes trigonométricas e suas inversas

Grafico da funcao cotangente
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§1.4 Funcgoes trigonométricas e suas inversas
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§1.4 Funcgoes trigonométricas e suas inversas

A func¢ado secante é definida por

1

cos &’

SeC T —

o seu dominio é o conjunto
s
{xER:x#§+k7r, kEZ}

e o seu contradominio é o conjunto

] — oo, —1] U [1, +o0].
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§1.4 Funcgoes trigonométricas e suas inversas

Grafico da funcao secante
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§1.4 Funcgoes trigonométricas e suas inversas

A funcao cosecante é definida por

cosec xr = :
sen x

o seu dominio ¢ o conjunto
{reR:x#knr, keR}
e o seu contradominio é o conjunto

] — o0, —1] U [1, +o0].
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§1.4 Funcgoes trigonométricas e suas inversas

Grafico da funcao cosecante
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§1.4 Funcgoes trigonométricas e suas inversas

0 T T s s 3T
6 | 2 | 3| 2|7 2
1 | V2| V3
— — | — 1 -1
seno 0 5 5 5 0
V3 | V2| 1
1 — | — — -1
coseno 5 5 5 0 0
tangente | 0O ? 1 V3 | nd. 0 n.d.
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§1.4 Funcgoes trigonométricas e suas inversas

Férmula fundamental da trigonometria

2 2

sen“x +cos“x =1

Desta formula resultam imediatamente as seguintes formulas

1
1+tgz = > e 1+cotg?z = opet J
COSs* x sen® x
que podem ser reescritas da seguinte forma
1+ tg2 r=sec’r e 1+ cotg2 z = cosec? . }
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§1.4 Funcgoes trigonométricas e suas inversas

Reducoes ao primeiro quadrante

Anténio Bento

Calculo I

2009/2010

§1.4 Funcgoes trigonométricas e suas inversas

83 / 451

Redugoes ao primeiro quadrante (continuagao)

sen(3w/2 —x) = —cosx
cos(3w/2 —x) = —senx
sen(3m/2 4+ x) = —cosx
cos(3w/2 +x) =senx
en(2r —x) = —senx
cos(2m — x) = cosx
sen(2m + x) = senz
cos(2m + x) = cosx
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§1.4 Funcgoes trigonométricas e suas inversas

Redugoes ao primeiro quadrante (continuagao)
tg(—z) = —tg(z)
cotg(—x) = — cotg(x)

tg(n/2 — x) = cotgx
cotg(m/2 —x) = tgx
tg(n/2 4+ x) = — cotgx
cotg(m/2 +x) = —tgx
tg(m —x) = —tgx
cotg(m — x) = — cotgx

tg(mr +z) =tgzx

cotg(m + x) = cotgx
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§1.4 Funcgoes trigonométricas e suas inversas

Resolucao de equacoes trigonométricas

senr =sena<srx=a-+2krVer=n—a+2km, ke
cosr =cosasr=a+2knVr=—a+2kn, ke

tgr =tgasr=a+kn, ke

cotgxr =cotga v =a+ km,k €Z
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§1.4 Funcgoes trigonométricas e suas inversas

Férmulas trigonométricas

sen(x + y) = sen x cosy + sen y cos &

sen(x — y) = sen x cosy — sen y cos
cos(x + y) = cosx cosy — sen x seny
)

COS(.CE — — COS T COS Yy -+ sen x sen Yy

<

sen(2x) = 2senx cosx

(
cos(2x) = cos?z —sen?x = 2cos?z — 1 =1—2sen’zx

2 2 2
senx 4 seny = ZSenerycosx_y
2 2
r—y r+y
senx —seny = 2sen coS
2 2
r+vy r—y
COST — COSYy = —2sen sen
2 2
T+ 7 =
cosx + cosy = 2cos 2ycos 23/
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§1.4 Funcgoes trigonométricas e suas inversas

A funcao seno nao é injectiva pelo que nao tem inversa. No entanto,

. .~ ~ . W
considerando a restricao da funcao seno ao intervalo [—5, 5] , a que se
chama restricao principal, ou seja, considerando a funcao

T
==, =| =& R,
i |53l

definida por
f(x) =senx,

tem-se que a funcao f é injectiva. A inversa desta funcao chama-se
arco seno e representa-se por arcsen. Assim,

arcsen : [—1,1] - R
e ¢é definida da seguinte forma

T
arcsenx =y seesdser =senyeyc [—5,51
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§1.4 Funcgoes trigonométricas e suas inversas

x arcsen x

0 0

1 /2
—1 —m/2
1/2 /6
—1/2 —m/6

V2/2 /4
—V2/2 | —m/4
V3/2 /3
~V3/2 | /3

Anténio Bento (UBI) Ciélculo I 2009/2010 89 / 451

§1.4 Funcgoes trigonométricas e suas inversas

vl

|
ISJE

Grafico da funcao arco seno
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§1.4 Funcgoes trigonométricas e suas inversas

Considerando a restrigdo da fungdo coseno ao intervalo [0, 7], ou seja, a
funcao g : [0, 7] — [—1, 1] definida por g(x) = cos z, tem-se que g é uma
funcao injectiva. A inversa desta funcao representa-se por arccos e
chama-se arco coseno. Assim,

arccos: [—1,1] = R
¢ a funcao definida por

arccosz =y seesdse x =cosy ey € [0,7].
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x arc cosw

0 /2

1 0
—1 7T
1/2 /3
—1/2 27/3

V2/2 /4
—V2/2 | 3m/4
V3/2 | /6
—/3/2 | 57/6
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§1.4 Funcgoes trigonométricas e suas inversas

[NIE

Grafico da funcgao arco coseno
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§1.4 Funcgoes trigonométricas e suas inversas

Seja
T
]
a funcao definida por
h(zx) = tgz.

A funcao h é injectiva, pelo que h tem inversa. A inversa desta funcgao
representa-se por arctg e chama-se arco tangente. Assim

arctg: R -+ R

é a funcao definida por

, T T
arctga::yseesosex=tgyey€]—§,§[.
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§1.4 Funcgoes trigonométricas e suas inversas

T arctgx
0 0
s
1 —
4
. s
4
v3 |
3 6
V3| .«
3 6
s
3 —
V3 3
e
—/3 _
3
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§1.4 Funcgoes trigonométricas e suas inversas

Grafico da funcao arco tangente
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§1.4 Funcgoes trigonométricas e suas inversas

A inversa da restricio ao intervalo ]0, 7| da funcéo cotangente
chamamos arco cotangente e representamos essa fungao por arccotg.
Assim,

arccotg : R -+ R

é a funcao definida por

arccotgr =y se e s6 se x = cotgy e y € 0, 7[.

Anténio Bento (UBI) Célculo I 2009/2010 97 / 451

§1.4 Funcgoes trigonométricas e suas inversas

T arccotg x
s
0 —
2
1 T
4
_1 3T
4
V3 ™
3 3
V3
3 3
s
3 —
V3 6
ST
—/3 =
6
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§1.4 Funcgoes trigonométricas e suas inversas

vl

Grafico da funcao arco cotangente
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§1.5 Funcgoes hiperbélicas

As fungoes
senh: R - R e cosh: R — R

definidas por

e’ —e " e +e”
senhy = —— C coshr = ——
2
designam-se por seno hiperbdlico e por coseno hiperbdlico,

respectivamente.
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§1.5 Funcgoes hiperbélicas

senhxr =y &

Set—e T 2y=0

& e? _2yet -1 =0

2+ AP +4 2 — A
& et = y+ 2y+ V et = 5

se’=y+/y?+1
(z)len(y—l—\/yz—i—l)

Logo o contradominio do seno hiperbdlico é R.
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§1.5 Funcgoes hiperbélicas

e$+e—$
2
e’ t+e T =2y

coshr =y & =1y
Sef+e T 20=0
& e 2y 4+1 =0

o ytVAE -4 o 2y VY -4
2

2
S =y+ /12 —-1V e =y—/y2-1
s x=In(y+4/y>2—1) V x:ln(y—\/yQ—l)

Assim, o contradominio do coseno hiperbdlico é o intervalo [1, +00].
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§1.5 Funcgoes hiperbélicas

Yy
y = coshx

y = senhx

Grafico das funcgoes seno e coseno hiperbdlico
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§1.5 Funcgoes hiperbélicas

Associada a estas funcoes esta a funcao tangente hiperbdlica. A
tangente hiperbdlica é a funcgao

teh: R — R

definida por
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§1.5 Funcgoes hiperbélicas

@e%:—y—i_l
l—y
1 1
@x——ln(&)
2 1—y

1
Assim, temos de ter > 0, o que ¢é equivalente a —1 < y < 1. Logo

o contradominio da tangente hiperbélica é o intervalo | — 1, 1].
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§1.5 Funcgoes hiperbélicas

Grafico da funcao tangente hiperbdlica
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Calculo I

§1.5 Funcgoes hiperbélicas

E ficil mostrar que as seguintes igualdades sdo validas:
a) cosh?x —senh?z = 1
1
b) 1—tgh’z = ———
) : cosh? x
¢) senh(x + y) = senh x cosh y + senh y cosh x
)

d) cosh(z 4 y) = cosh x cosh y + senh x senh y
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9 Funcoes reais de variavel real: limites e continuidade
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§2.1 Breves nocoes de topologia em R

Seja A um subconjunto de R. Um ponto a € R diz-se interior a A
se existir € > 0 tal que Ja —e,a + €[ C A.
O ponto a diz-se exterior a A

se existir ¢ > 0 tal que Ja —e,a+¢c[NA =0
(ou seja, Ja —e,a+e[C R\ A).

Um ponto diz-se fronteiro a A se nao for interior, nem exterior, isto é,
a é um ponto fronteiro de A

se para cada € >0, Ja —e,a+e[NA# D ela—ec,a+e[N(R\A) #2.
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§2.1 Breves nocoes de topologia em R

SHTSRE

1/2
Seja A o conjunto ]0,1]. Entao

3 ¢ um ponto interior a A,

2 ¢ um ponto exterior a A,
—1 é um ponto exterior a A,
0 é um ponto fronteiro a A e

1 é um ponto fronteiro a A.
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§2.1 Breves nocoes de topologia em R

O conjunto dos pontos interiores a A designa-se por interior de A e
representa-se por

int A ou A°,

o conjunto dos pontos exteriores a A chama-se exterior de A e
representa-se por

ext A

e o conjunto dos pontos fronteiros a A diz-se a fronteira de A e
representa-se por

fr A.
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§2.1 Breves nocoes de topologia em R

a)

Para o intervalo A =]0, 1] temos

int A =]0,1[, extA=]—o00,0[U]l,4o0[ e frA={0,1}.

Considerando o intervalo I =|a,b[, com a < b, verifica-se
imediatamente que

int I =Ja,b], extl=]—o00,a[U]b,+oo] e frl = {a,b}.

Os intervalos |a, ], [a, b e [a,b], onde a < b, tém o mesmo interior,

0 mesmo exterior e a mesma fronteira que o intervalo |a, b].
intR=R,extR =9, frR = 2.
intg =0, extd =R, fro=0.
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§2.1 Breves nocoes de topologia em R

a) Da definicao resulta imediatamente que int A, ext A e fr A sdo
conjuntos disjuntos dois a dois e que

R =int AUext AU fr A.
b) Outra consequéncia imediata da definicdo é o seguinte

ext A=1int (R\ A) e frA=1fr (R\A).
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§2.1 Breves nocoes de topologia em R

Um ponto a € R diz-se aderente a um subconjunto A C R
se para cada ¢ > 0, Ja —e,a +e[NA # 2.

O conjuntos dos pontos aderentes de um conjunto A designa-se por
aderéncia ou fecho de A e representa-se por

A.
Das defini¢oes resulta que
A=intAUfrA
© _
int AC AC A.
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§2.1 Breves nocoes de topologia em R

Exemplos
a) Se A =]0,1[, entdao A = [0,1].
b) Dado I = [a,b], com a < b, temos

I =[a,b].

¢) Os intervalos |a, b[, [a, b] e ]a,b], onde a < b, tém a mesma aderéncia
que o intervalo [a, b].

d) Seja A =1[1,2][U{3,4}. Entao

A=1[1,21U{3,4}.

e) Obviamente, R=R e J = @.
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§2.1 Breves nocoes de topologia em R

Sejam A um subconjunto de R e a um niimero real. Diz-se que a é um
ponto de acumulacao de A

se para cada € > 0, |a —e,a+¢e[N(A\ {a}) # .

O conjunto dos pontos de acumulacdo de um conjunto A representa-se
por

A/

e designa-se por derivado. Os pontos de A que nao sao pontos de
acumulacao de A designam-se por pontos isolados.
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§2.1 Breves nocoes de topologia em R

Exemplos

a) O derivado do intervalo I = [a,b[, com a < b, é 0 conjunto
I' = a,b].

b) Os intervalos |a, b|, ]a,b] e [a,b], onde a < b, tém o0 mesmo derivado
que o intervalo [a, b].

c) Seja A =]0,2] U {3}. Entao
int A =]0, 2],
ext A =] — 00,0[U]2,3[U]3, +o0],
fr A = {0,2,3},
A=1[0,2]u{3} e
A" =0,2].
d R'=Reg' =02.
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§2.1 Breves nocoes de topologia em R

Um subconjunto A de R diz-se aberto se
A=int A

e diz-se fechado se
A=A
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§2.1 Breves nocoes de topologia em R

a) Como
int 0, 1[=]0, 1],

temos que |0, 1] é um conjunto aberto. Por outro lado,

]07 1[ = [O? 1]
e, por conseguinte, |0, 1[ nao é fechado.

b) O intervalo [0, 1] é um conjunto fechado porque

[07 1] - [07 1]
e nao é um conjunto aberto porque

int [0, 1] =0, 1[.

¢) Os conjuntos @ e R sdo simultaneamente abertos e fechados.
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§2.2 Limites: defini¢ao, propriedades e exemplos

Sejam D um subconjunto de R, f : D — R uma funcao, a um ponto de
acumulacao de D e b € R. Diz-se que b é o limite (de f) quando x
tende para a, e escreve-se

lim f(z) = b,

T—a
se para cada € > 0, existe 6 > 0 tal que
|f(x) — b|] < € para qualquer z € D tal que 0 < |z — a| < 6.
Simbolicamente, tem-se o seguinte

lim f(x) =b&Ve>030>0Ve e D(0<|z—a|<d=|f(x)—b <e)

Tr—a
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§2.2 Limites: defini¢ao, propriedades e exemplos

Tendo em conta que
O<|z—a|<dexecla—0da+]\{a}
e que
|f(x)—bl <e< f(x) €lb—e,b+ €],

tem-se o seguinte

lim f(z) =105

Tr—a

&Ve>030>0Vz e D (xela—d,a+d[\{a} = f(x)€lb—e,b+¢]).
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§2.2 Limites: defini¢ao, propriedades e exemplos

Interpretacdo geométrica do conceito de limite de uma fungao
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§2.2 Limites: defini¢ao, propriedades e exemplos

Propriedades dos limites

Sejam D C R, f,g: D — R e a um ponto de acumulagao de D. Suponhamos

que existem lim f(x) e lim g(z). Entao
Tr—a Tr—a

a) existe lim f(z) +g(x)] e

lim [£(2) + g(x)] = lim f(z) + lim g(2);

Tr—a r—a

b) existe lim [f(z)g(x)] e

T—a

lim [f(2)g(x)] = |lim f(z)] . | lim g(z)|

Tr—a Tr—a Tr—a

. o flo)
c) se ilg}z g(x) # 0, existe ;1_% o(2)

(§

_ zT—a

li = )
eva g(x)  lim g(x)

T—a y
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§2.2 Limites: defini¢ao, propriedades e exemplos

Propriedades dos limites (continuagao)

Sejam D C R, f,g: D CRR — R e a um ponto de acumulacao de D.

Suponhamos que
lim f(z) =0

T—a

e que g é uma funcao limitada em D N]a — J,a + §] para algum 6 > 0,
isto é, existe ¢ > 0 tal que

lg(z)| < ¢ para qualquer x € Ja — J§,a + §[N D.

Entao
lim [£(2).9(x)] = 0.

T—a
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§2.2 Limites: defini¢ao, propriedades e exemplos

Propriedades dos limites (continuacao)

Sejam f: Dy CR — R, g: Dy € R — R duas fungoes reais de varidvel
real. Suponhamos que a € R ¢ um ponto de acumulacao de D e que
b€ D, é um ponto de acumulagao de Dy,. Se

lim f(z) =0 e limg(z) = g(b),

r—a z—b

entao

lim (g o f)(z) = lim g(f(x)) = g(b).

Tr—a T—a
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§2.2 Limites: defini¢ao, propriedades e exemplos

Um dos limites mais conhecidos é o seguinte

lim
x—0 x

In(1
A partir deste limite podemos calcular lim M Fazendo a

z—0 X
mudanga de variavel In(1 + x) = y, tem-se x = e¥ —1 e quando = — 0

tem-se y — 0. Assim,

In(1 1 1
x—0 x y—0e¥ —1 y—0 & —1 -
Logo
In(1
lim n(l + ) = 1.
x—0 x
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§2.2 Limites: defini¢ao, propriedades e exemplos

Outro limite bastante importante € o seguinte:

Sen xr

lim = 1.
x—0 x

Usando este limite podemos calcular varios outros limites. Por

exemplo,
Sen r
lim % — iy cose _ b SmT Loy
z—=0 z—=0 z—0Ccosx I 1
Portanto
tex
lim -2 — 1,
x—0 X
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§2.2 Limites: defini¢ao, propriedades e exemplos

Vejamos que

1 —cosx 1
lim 5 = —
z—0 €x
De facto,
lim 1—cosz _ lim (1 —cosx)(1+ cosx)
=0 a2 20 z2(1 + cos x)
R cos? 1
= lim
=0 2 (1 + cosz)
~ sen?z 1
= lim
z—0 x2 (14 cosx)
(sena:)2 1
= lim -
z—0\ T (1 + cosx)
— 12 1 — 1
2 2
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§2.2 Limites: defini¢ao, propriedades e exemplos

Provemos que

. arcsenx . arctgx
lm ——— =1| e |lim ———
x—0 X x—0 x

=1}

No primeiro limite fazemos a mudanca de variavel arcsenx =y e
obtemos

. arcsenx ) Y ) 1 1
lim ——— = lim =lim &g = - =1L
x—0 x y—0seny  y=0 = 1

Para o segundo limite fazemos a mudanca de variavel y = arctgx e vem

. . Yy : 1 1
lim :hm—:hmt—:—zl.
z—0 T y—0tgy y—0 % 1

arctgx
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§2.3 Limites infinitos e limites no infinito

Sejam D um subconjunto de R nao majorado, f : D — R uma funcao e
b € R. Dizemos que

f tende para b quando x tende para +oc,

€ escreve-se

lim f(z) =0,

Tr—+00

se para cada ¢ > 0, existe M > 0 tal que
|f(z) — b|] < e para qualquer x € D tal que x > M.

Simbolicamente,

lim f(x)=b&sVe>0dM >0VzeD (x> M= |f(zx)—b|<e).

T—+00
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§2.3 Limites infinitos e limites no infinito

Quando D é subconjunto de R nao minorado, diz-se que

f tende para b quando x tende para —oo,

€ escreve-se

lim f(z) =0,

T—r—0O0

se para cada € > 0, existe M > 0 tal que

|f(x) — b| < e para qualquer x € D tal que z < —M,

ou seja,

lim f(z)=b&sVe>0dM >0VeeD (z<—-M=|f(x)—bl<e).

T—r—00
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§2.3 Limites infinitos e limites no infinito
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Sejam D um subconjunto de R, f : D — R uma funcao e a um ponto

de acumulacao de D. Diz-se que

f tende para +00 quando x tende para a,

e escreve-se
lim f(z) = +o0,

TrT—a

se para cada L > 0, existe 0 > 0 tal que

f(z) > L para qualquer x € D tal que 0 < |x —a| < 9.

Simbolicamente,

lim f(z) =400 VL>030>0Ve e D(0< |z —a|] <= f(x) >

Tr—a
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§2.3 Limites infinitos e limites no infinito

Sejam D um subconjunto de R, f : D — R uma funcao e a um ponto

de acumulacao de D. Diz-se que

f tende para —oo quando x tende para a,

e escreve-se
lim f(z) = —o0,

TrT—a

se para cada L > 0, existe 0 > 0 tal que

f(x) < —L para qualquer x € D tal que 0 < |x — a] < J.

Simbolicamente,

lim f(x) = -0 VL>030>0Ve e D(0< |z —a|<d= f(x) < —L).

Tr—a
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§2.3 Limites infinitos e limites no infinito
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Sejam D um subconjunto de IR ndo majorado e f : D — R uma funcao.

Diz-se que

f tende para +0o quando x tende para +oo,

e escreve-se
lim f(x) = +o0,

T—+00

se para cada L > 0, existe M > 0 tal que

f(x) > L para qualquer = € D tal que x > M.

Formalmente,

lim f(x)=40c0<VL>03IM >0VeeD (x> M= f(z)>

T—+00
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§2.3 Limites infinitos e limites no infinito

Sejam D um subconjunto de IR ndo majorado e f : D — R uma funcao.
Diz-se que

f tende para +0o quando x tende para —oo,

€ escreve-se

xEr—ir-loo f(iB) -

se para cada L > 0, existe M > 0 tal que
f(x) < —L para qualquer x € D tal que x > M.

Formalmente,

lim f(z)=-00<VL>03dM >0V e D (x> M= f(z)<—L).

T——+00
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§2.3 Limites infinitos e limites no infinito

Se D é um subconjunto de IR nao minorado, dizemos que

f tende para +00 quando = tende para —oo,

e usa-se a notacao
lim f(x) = +o0,

T—r— 00

se para cada L > 0, existe M > 0 tal que
f(x) > L para qualquer z € D tal que z < —M,
isto é,

lim f(z)=4+c0<VL>03dM >0V e D (z<—-M= f(z)>1L).

T—r—00
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§2.3 Limites infinitos e limites no infinito

Se D é um subconjunto de IR nao minorado, dizemos que

f tende para —oo quando x tende para —oo,

e usa-se a notacao

a:grfloo f<$) - %

se para cada L > 0, existe M > 0 tal que

f(x) < —L para qualquer x € D tal que z < —M,

isto é,
lim f(z)=-00<VL>03dM >0VzeD (z<—-M= f(z)<-—L).

T—r— 00O
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§2.3 Limites infinitos e limites no infinito

Assim,

lim f(z)=bsVe>03IM >0VzeD (x> M=|f(x)—b| <e).

r—4o0

lim f(z)=b&sVe>0dM >0VzeeD (x<—-M=|f(zx)—bl<e).

Tr—r—00

lim f(z) =400 VL >030 >0Vze e D(0< |z —a|<d= f(x) > L).

Tr—a

lim f(z) = —0c0 & VL>030>0Vz e D(0< |z —a| <d= f(x) < —L).

Tr—a

lim f(x) =400 VL>03IM >0VzxeD (x>M= f(z)>1L).

T— 400

lim f(z)=—-0c0o<VL>03IM >0V eD (x>M= f(z) < —L).

Tr— 400

lim f(x) =400 VL>03IM >0VzeD (x<—-M= f(x)>L).

Tr—r — 00

lim f(z)=—-0c0o<VL>03M >0VexeD (x<—-M= f(x)<—-L).

Tr—r—00
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§2.3 Limites infinitos e limites no infinito

Nos limites infinitos podemos usar a regra do limite da soma desde que
se adoptem as convencoes

(+00) +a=+00 =a+ (+00)
(—o0)+a=—-c0=a+ (-0
(+00) + (+00) = +00
(~00) + (~00) = —o¢

onde a ¢ um numero real qualquer.
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§2.3 Limites infinitos e limites no infinito

Adoptando as convengoes que se seguem, podemos usar a regra do
limite do produto:

(+00) X a = +00 = a X (+00) onde a € R
(—00) X a=—00=a X (—oo) onde a € R
(+00) X a = —00 =a x (+00) onde a € R~
(—o00) X a=+00=aXx (—o0) onde a € R~
(+00) X (+00) = 400 = (—00) X (—00)
(+00) x (—00) = —00 = (=00) X (+00)
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§2.3 Limites infinitos e limites no infinito

A regra do limite do quociente mantém-se se se adoptarem as seguintes
convencoes

EZEIO’ a€eR
O%:—'—OO, a>0
O%:—oo, a<0
Oi_:—oo, a>0
Oi_:—koo, a<0

onde 07 significa que

f(x) = 0e f(x) > 0 na intersecgdo do dominio com um intervalo aberto que
contém o ponto em que estamos a calcular o limite

e 07 significa que

f(x) = 0e f(x) < 0 na intersecgdo do dominio com um intervalo aberto que
contém o ponto em que estamos a calcular o limite.
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§2.3 Limites infinitos e limites no infinito

Nao se faz nenhuma convencao para os simbolos

(+00) + (=00),

pois sao simbolos de indeterminacao.
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§2.3 Limites infinitos e limites no infinito

a) E ébvio que

lim =+
T—+00

lim == —oc.
T—r — OO

1
b) Seja f: R\ {0} — R a fun¢ao definida por f(z) = - Entao

: 1 1
lim —=——=0
r—+ooxr 400
e
_ 1 1
= lim —=—=0
r——00r  —OQ

Anténio Bento (UBI) Célculo I 2009/2010 147 / 451

§2.3 Limites infinitos e limites no infinito

Exemplos (continuagao)

¢) Seja f: R — R definida por
x—1
>
% 1 se x > 0,
f@=1" .,
— 4T
327 78 se z < 0.
Entao
1
lim f(z) = lim = lim ——%£ = lim L ==
xr— 400 xr—+00 2$ + 1 xr—+00 T (2 _|_ l) xr—+00 2 + l
€T x
e
3 3
2
: =227 4+3 7 (—2+§) 25
hm f(I) = hm m = 111’11 ] = hm —8 = —g
Tr——00 xr— — 00 i Tr——00 Tr——00
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§2.3 Limites infinitos e limites no infinito

Vejamos

1 X
lim <1 + —> =e|
T—+00 X

Comecemos por observar que

1\% 1 In 1+%
lim In !<1+—> ] = lim xln (1—|——) = lim M
x

z—+ o0 z—r+00 x z—+oo  1/x

e que fazendo a mudanca de varidvel y = 1/x temos

1\* In (1
lim 1n[(1+—) ] zlimuzl.
r—-+00 X y—0 Yy

Assim,

T x lim In[(1+1)"
lim <1+1> — lim M[(+3)7] = ot +2)] —el —e.

T—r+00
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§2.3 Limites infinitos e limites no infinito

Outros limites importantes sao os seguintes

+00 sea>1
lim a® =
T—>+00 0 se)<a<l1
e
0 sea >1
lim a® = )
T——00 +00 sel<a<l
Destes limites resulta que
lim Inz =+4+o0c0]| e limlnx = —oc0|.
r—+00 x—0
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9 Funcoes reais de variavel real: limites e continuidade
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§2.4 Limites laterais

Sejam A um subconjunto de D C R, a um ponto de acumulacgao de A e
f:D— R.

Chama-se limite de f no ponto a relativo a A (ou limite quando
r tende para a no conjunto A) ao limite em a (quando exista) da
restricao de f a A e usa-se a notagao

lim f(x).

T—a
zcA
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§2.4 Limites laterais

E evidente que se existe

lim f(z),

entao também existe
i (@)
€A

para qualquer subconjunto A de D do qual a é ponto de acumulacao de
Ae
lim f(z) = lim f(x).

T—a r—a
rcA

Assim, se existirem dois limites relativos distintos, o limite nao existe.
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§2.4 Limites laterais

Consideremos a funcao f : R — R definida por

)1 sexeQqQ,
f(x)_{o sex € R\ Q.

Entao
lim f(x) =1

T—a

zeQ

i £(z) =0
zeR\Q

qualquer que seja a € R. Logo nao existe

lim f(x).

T—ra
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§2.4 Limites laterais

Seja f: D C R — R e consideremos os conjuntos

Df ={zx € D:x>a}=Dnla,+o0]

D, ={xeD:x<a}=DN]|—o0,aqa.

Definem-se, respectivamente, os limites laterais a direita e a
esquerda da seguinte forma

lim f() = lim (2
acGD(;F

lim f(z)= lim f(z),

r—a~ T—a
€D,

desde que a seja ponto de acumulacao de D} e de D, , respectivamente.

155 / 451
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§2.4 Limites laterais

Seja f : R — R a func¢ao dada por

f(a:):{l se x > 0,

0 sex<O.

Esta funcdo é conhecida por fungio de Heaviside. E ébvio que

lim f(z)= lim f(z)=1

x—0 z—0t
x€]0,400]
(§
lim f(z)= lim f(z)=0.
z—0 z—0~
T€]—00,0]
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§2.4 Limites laterais

a) E 6bvio que li_r)n f(x) = b é equivalente a
x a
T€EA

Ve>030>0Vee A (0<|zr—a|l|<d=|f(z)—bl<e).

b) Como
reD, e 0<|z—a|l<d

é equivalente a
xre€D e —0<zr—a<0

e, portanto, lim f(x) = b é equivalente a
r—a—

Ve>036>0VeeD (-d<x—a<0=|f(z)—b| <e).

Analogamente, lim f(x) = b é equivalente a
z—at

Ve>036>0VeeD 0<z—a<d=|f(x)—0b <e).
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§2.4 Limites laterais

Também existem limites laterais para limites infinitos:
lim f(x) =+o0
Tr—a—
SVL>036>0VzeD (—-0<zxz—a<0= f(z)>1L)
caso a seja um ponto da acumulacao de D, e
lim f(x) =400
z—at
SVL>036>0VeeD O<z—a<d= f(x)>1L)

quando a é um ponto de acumulagao de D} .
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§2.4 Limites laterais

Também se tem

lim f(z) = —o0

rT—a—

SVL>036>0VzeD (—-0<z—a<0= f(zr)<—L)

caso a seja um ponto da acumulacao de D, e

lim f(x) = —o0

z—a™t

SVL>036>0VeeD O<z—a<d= f(x)<—L)

quando a é um ponto de acumulagao de D} .

Anténio Bento (UBI)
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§2.4 Limites laterais

Propriedade dos limites laterais

Sejam D C R, f: D — R e a um ponto de acumulacao de D e D .
Entao
lim f(x) = b,
onde b € R ou b =+00 ou b= —00, se e s6 se existem e sao iguais a b
os limites laterais, ou seja,
lim f(z)= lim f(z)="0.
T—a~ r—a™t

Calculo I
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§2.4 Limites laterais

a) E evidente que

e que

b) Também se tem

lim

lim
z—0t

lim
r—0—

z—0t 2

lim

x—0— 332

_1_
—O—+——|‘OO

1

= — = =09

0_

1 _ 1 B
(0+)2—0—+—+OO
1 _ 1 _
02 _or
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§2.4 Limites laterais

Vejamos que

lim tgzr =+o0| e lim tgx = —o0|.
T35 a:—>g+
De facto,
. ) sen x 1
lim tgx = lim = — =400
P z—I~ COST 0+
e
. ) sen x 1
lim tgx = lim = — = —00.
r— It z—ITT COSX 0
De forma analoga temos
lim tgax=—o0| e lim tgax =400
T— %+ T——5

Calculo I
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§2.4 Limites laterais

De
lim tgxr =+o00 e lim tgax = —o0
T—5" z——ZF

conclui-se imediatamente que

Anténio Bento (UBI)

: 7
lim arctgr = —
T—+00 2

lim arctgr = ——=
T——00 2
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§2.5 Assimptotas

d=f(x) - (ma +1b)

lim [f(x)— (mz+b)] =0

T—r400
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§2.5 Assimptotas

Sejam D um subconjunto nao majorado e f : D — IR uma funcao. A
recta de equacao y = mx + b diz-se uma assimptota nao vertical a
direita do grafico de f se

lim [f(z)— (mx+b)]=0.

T— 400

Se D ¢ um subconjunto nao minorado e f : D — R ¢ uma funcao,
diz-se que a recta de equagao y = mx + b é uma assimptota nao
vertical a esquerda do grafico de f se

lim [f(z)— (mx+b)]=0.

T—r—0OO
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§2.5 Assimptotas

Assimptotas nao verticais a direita

Sejam D um subconjunto de R nao majorado e f : D — R uma funcao.
Para que o grafico de f tenha uma assimptota nao vertical a direita é
necessario e suficiente que existam e sejam finitos os limites

a) lim @)
r—+o0o &I

(que designaremos por m),
b) lim [f(z)— mz].

T—+00
Verificadas estas condigoes, e designando por b o segundo limite,
assimptota a direita do grafico de f tem a equacao

y = mx + b.
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§2.5 Assimptotas

Assimptotas nao verticais a esquerda

Sejam D um subconjunto de R ndao minorado e f : D — R uma funcao.
Para que o grafico de f tenha uma assimptota nao vertical a esquerda é
necessario e suficiente que existam e sejam finitos os limites

a) lim fz)
T——00 T

(que designaremos por m),
b) lim [f(z)— maz].

O

Verificadas estas condicgoes, e designando por b o segundo limite,
assimptota a esquerda do grafico de f tem a equacao

y = mx + b.

Anténio Bento (UBI) Calculo I 2009/2010 168 / 451



§2.5 Assimptotas

Assim, para calcularmos uma assimptota nao vertical a direita temos

de calcular os seguintes limites

m, =

lim —f(x)
r—+oo I

e |b= lim [f(z)— mx]

T—+00

e se estes limites existirem e forem finitos, a assimptota é a recta de

equacao y = mx + b. Para as assimptotas nao verticais a esquerda

temos de calcular os limites

m, =

lim M

e |b= lim [f(z)— mx]

T—r—00

e caso existam e sejam finitos ambos os limites, a assimptota ¢é a recta
de equacao y = mx + b.

Calculo I

Anténio Bento (UBI)
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§2.5 Assimptotas

Diz-se que a recta de equacao r = a é uma assimptota vertical ao
grafico de f se pelo menos umas das seguintes condicoes se verificar:

lim f(z) = +o0,

r—a™t

lim f(z) = —o0,

z—a™t

lim f(z) =400 ou
Tr—a—

Calculo I

lim f(z) = —o0.

T—a—
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§2.5 Assimptotas

A recta de equagao r = a é uma assimptota vertical ao grafico de f
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§2.6 Funcgoes continuas: defini¢ao, propriedades e exemplos

Sejam D um subconjunto de R, f : D — R uma funcao e a € D. Diz-se
que f é continua no ponto a se para cada € > 0, existir § > 0 tal que

|f(x) — f(a)| < e para qualquer x € D tal que |z — a| < 9.
Simbolicamente,

f € continua em a

S Ve>030>0Vz e D (|[x—a|l<d=|f(x)— fla)| <e).

Dizemos que a € D é um ponto de descontinuidade de f se f nao é
continua em a.

Uma funcao f : D — R é continua se for continua em todos os pontos
de D.

Anténio Bento (UBI) Célculo I 2009/2010 173 / 451

§2.6 Funcgoes continuas: definicao, propriedades e exemplos

Interpretacao geométrica do conceito de funcdo continua num ponto
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§2.6 Funcgoes continuas: definicao, propriedades e exemplos

Observacoes

a) Ao contrario do que acontece na definicao de limite, s6 faz sentido
considerar pontos do dominio D quando estamos a investigar a
continuidade de uma funcao.

b) Se a é um ponto isolado de D, entao a funcao f : D — R é continua
em a. De facto, dado € > 0, basta escolher § > 0 tal que
la —d,a+46[ND ={a}.

Assim, a condicdo x € D A |z — a| < § é equivalente a x = a e, por
conseguinte,

[f(z) = fla)] =0 <e.

¢) Se a € D é um ponto de acumulacao de D, entdo f: D — R é
continua em a se e s6 se

lim f(z) = f(a).

T—a
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§2.6 Funcgoes continuas: definicao, propriedades e exemplos

Propriedades da continuidade

a) Sejam f,g: D C R — R duas fungoes continuas em a € D. Entao
f+g, f—g e fg sao continuas em a

e se g(a) # 0 entao

é continua em a.

Q |~

b) Sejam f: Df CR —+Reg: Dy C R — R duas funcées. Se f é
continua em a € Dy e g é continua em f(a) € Dy, entao

go f é continua em a.
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§2.6 Funcgoes continuas: definicao, propriedades e exemplos

a) As fungbes constante sdo continuas.

b) A funcdo f: R — R definida por f(z) = = é continua. Esta funcao
designa-se por identidade.

c) As fungoes polinomiais, ou seja, as fungoes f: R — R definidas por
(@) = ana™ + an_12" "' + -+ + @13 + ao,

onden € N e ag,a1,...,an_1,a, € R, sao funcodes continuas.

d) As funcoes dadas por

anx" + an—1xn_1 +- -+ a1x + ag
b ™ + byy_12™ L 4+ L bz + by’

flz) =

onde m,n € Neag,a1,...,a,-1,0n,bm,0m_1,...,b1,bp € R, sao fungoes
continuas. A estas fungoes chama-se fungoes racionais.
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§2.6 Funcgoes continuas: definicao, propriedades e exemplos

Exemplos (continuagao)

e) A fungao f: [0,+oo[— R dada por

é continua.
As fungoes exponencial e logaritmica sao func¢odes continuas.

As fungoes trigonométricas sao fungoes continuas.

h) As inversas das fungoes trigonométricas sao fungoes continuas.
) As fungGes hiperbdlicas sao fungoes continuas.

A funcao definida por

f(z) = sen (exz_”” e f§<; E)5))

é uma funcgao continua pois é a composicao de fungoes continuas.
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§2.6 Funcgoes continuas: definicao, propriedades e exemplos

Exemplos (continuagao)

k) A funcao f: R — R definida por

f(x):{l sex >0

0 sex<O

nao é continua em x = (0 porque nao existe lir% f(x). Obviamente, a
Tr—

funcdo é continua em para qualquer = € R\ {0}.

) Seja f: R — R a funcao definida por
{SGH.’E se 1 7& 0

T
0 sex =0

flz) =

Entao f nao é continua em z = 0 porque

E claro que a funcio é continua em para qualquer = € R\ {0}.
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§2.6 Funcgoes continuas: definicao, propriedades e exemplos

Sejam f: D — R ea € D. Diz-se que a funcao f é continua em a a
direita se

a restricdo de f a D N [a, +o0[ é continua em a.
A funcao diz-se continua em a a esquerda se
a restricdo de f a DN]| — oo, a] é continua em a.

Assim, f é continua a direita em a se e s0 se
Ve>030>0VeeD(0<zx—a<d=|f(x)— fla)| <e),
e ¢ continua a esquerda em a se e s se

Ve>036>0VeeD(-d<z—a<0=|f(z)— fla)| <e).
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§2.6 Funcgoes continuas: defini¢ao, propriedades e exemplos

Obviamente, se a é um ponto de acumulagao de D N]a, +o0[, entao

f é continua a direita em a < lim f(x) = f(a)
x—at

e caso a seja um ponto de acumulagdo de D N] — oo, a[ temos

f é continua a esquerda em a < lim f(x) = f(a).
Tr—a

Propriedade

Sejam f: D CR — Reaé€& D. Entao f é continua em a se e s6 se é
continua a esquerda e a direita em a.
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§2.7 Propriedades fundamentais das funcoes continuas

Teorema de Bolzano ou dos valores intermédios
Sejam a e b nimeros reais tais que a < b e

f:]a,b] = R
uma funcao continua tal que
fa) # 1 (b).

Entao para qualquer valor k entre f(a) e f(b), existe um ponto
c € [a,b] tal que

Anténio Bento (UBI) Célculo I 2009/2010

§2.7 Propriedades fundamentais das func¢oes continuas

\
\
\
\
\
\
\
\
b x

Interpretacao geométrica do Teorema de Bolzano
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§2.7 Propriedades fundamentais das funcoes continuas

Corolario dos valores intermédios ou de Bolzano

Sejam a e b nimeros reais tais que a < b e seja
f:la, b > R

uma funcao continua tal que

Entao existe

tal que
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§2.7 Propriedades fundamentais das func¢oes continuas

Y
I ‘
\
\
a /\ ‘
/Cl CQ\/Cg Z‘) T
\
fla) |-

Interpretagao geométrica do Corolario do Teorema de Bolzano
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§2.7 Propriedades fundamentais das funcoes continuas

Provemos que a funcao f: [0,1] — R definida por

f(x) = cos (%) — g

tem (pelo menos) um zero em [0, 1]. Obviamente, esta fungao é
continua pois é a composicao de fungoes continuas. Como

fO)f(1) = (cos (0) — 02> (cos (g) — 12) =1(-1) = -1,

pelo (Corolario do) Teorema de Bolzano, f tem de ter pelo menos um
zero no intervalo |0, 1].
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§2.7 Propriedades fundamentais das func¢oes continuas

Exemplos (continuagao)

Consideremos uma funcao polinomial

il

p(z) = anz” + an—12"" " + -+ + a1 + ao,

an # 0, de grau impar, ou seja, n é um nimero natural impar. Como

" 00 se an > 0,
lim p(z)= lim x”(an—l—a Lt a11+@):{—|—
T — 400 r—+00 x = x™ — 0 se an < O,
e
T —00 se an > 0,
lim p(z)= lim z" (an gty 4 - a_o) =
xr—— 00 r— — 00 = x™ + oo se a, < O,

existem nimeros reais a e b tais que p(a) < 0 e p(b) > 0. A continuidade de p
implica, pelo Teorema de Bolzano, que p tem de ter um zero entre a e b. Assim,
todos os polinémios de grau impar tém pelo menos um zero (real)!
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§2.7 Propriedades fundamentais das funcoes continuas

Seja f: D C R — R uma funcao definida num subconjunto nao vazio
D.

Dizemos que f tem um maximo (absoluto) no ponto a € D ou que
f(a) é um maximo (absoluto) de f se

f(x) < f(a) para todo o z € D.

Quando
f(x) > f(a) para todo o z € D,

dizemos que f tem um minimo (absoluto) no ponto a € D ou que
f(a) é um minimo (absoluto) de f.

Os méximos e minimos (absolutos) de f dizem-se extremos
absolutos de f.
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§2.7 Propriedades fundamentais das func¢oes continuas

Teorema de Weierstrass

Sejam D C R um conjunto nao vazio, fechado e limitado e
f:D—R

uma funcao continua. Entao f tem méaximo e minimo absolutos.

Corolario

| \

Sejam a e b niimeros reais tais que a < b e

f:la, 0 > R

uma funcao continua. Entao f tem maximo e minimo absolutos.
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§2.7 Propriedades fundamentais das funcoes continuas

Exemplo

Seja f: [1,5] — R a funcdo definida por

x—1 se x € [1, 3],
f(ﬂj) - e2x_6 —
_ €13, 5].
——3 se x €]3, 5]
Como
lim f(z)= lim z—1=2
r—3— r—3—
¢ S (s 2(x—3)
e“r7%—1 e\*72) —1]
li = lim ——— = lim ——2=12=2
xig)l"‘ f(l') xig}‘k r—3 :cig»l"‘ 2(ZL’ = 3) ’

temos lin})) f(x) =2 = f(3). Assim, f é continua no ponto x = 3. Além disso,
T—>

em [1,5]\ {3} a funcdo é continua pois é a composicao de fung¢oes continuas.
Pelo Teorema de Weierstrass, f tem méximo e minimo absolutos em [1, 5].
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Indice

Céalculo diferencial em R

@ Derivadas: definicdo, regras de derivagao e exemplos

Anténio Bento (UBI) Célculo I

§3.1 Derivadas: definigao,

Sejam D um subconjunto nao vaziode R, f: D - R ea € D um
ponto de acumulacao de D. Diz-se que f é derivavel ou

regras de derivacao e exemplos

diferenciavel em a se existe (e é finito) o limite:

f(@) = f(a)

lim
r—a

Tal limite (quando existe) diz-se a derivada de f no ponto a e

d
representa-se por f'(a), Df(a) ou ainda por d—(a). Fazendo a
T

Ir—a

mudanca de variavel x = a 4+ h, temos

f'(a) = lim

fla+h) ~f() |

h

Aqui tém apenas de se considerar os valores de h tais que a + h € D.
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§3.1 Derivadas: defini¢ao, regras de derivagao e exemplos

Diz-se que a funcao f : D — R é derivavel ou diferenciavel em D se

for derivavel em todo o ponto de D e a nova funcao

f':D— R,

que a cada ponto x € D faz corresponder f'(z), chama-se derivada de

d
f e representa-se também por D f ou d—f
x
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§3.1 Derivadas: defini¢ao, regras de derivagao e exemplos

O quociente
fla+h) = f(a)
h

representa o declive da recta que passa pelos pontos

(a,f(a)) e (a+h, fla+h)).

Fazendo h tender para zero, a recta que passa nos pontos

(a, f(a)) e (a+h, fla+h)),

195 / 451

vai tender para a recta tangente ao grafico de f e que passa no pontos

a, f(a)). Assim, geometricamente, a derivada de uma funcdao num
Y Y g g

ponto do dominio é o declive da recta tangente ao grafico da funcao no

ponto considerado. Portanto, a recta tangente ao grafico de uma
funcao f no ponto (a, f(a)) é a recta de equacao

y = fla)+ f(a)(z - a).
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§3.1 Derivadas: defini¢ao, regras de derivagao e exemplos

fla+h)
f(a)

f'(a) = tga

Interpretacao geométrica do conceito de derivada

Anténio Bento (UBI) Célculo I 2009/2010 197 / 451

§3.1 Derivadas: defini¢ao, regras de derivagao e exemplos

Exemplos — fungoes constante
Seja f : R — R a funcao definida por

f(z) = ¢,
onde ¢ é um numero real. Entao

s f(a:—l—h)—f(x)__ c—c_ . 0 B
flz) =l h SRR hn el

para cada x € R. Assim, f’ é a funcao identicamente nula.
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§3.1 Derivadas: defini¢ao, regras de derivagao e exemplos

Exemplos — funcao identidade

Consideremos a funcao f : R — R definida por
flz) ==
Entao, para cada = € R, temos

. f(w+h)—f(x)_, sl = ﬁ_, B
i) = fi h = iy ———— = M, o= Il =1

e, portanto, f': R — R é dada por

fla) =1

Anténio Bento (UBI) Célculo I 2009/2010 199 / 451

§3.1 Derivadas: definicao, regras de derivagao e exemplos

Exemplos — fun¢ao exponencial
Seja f : R — R a funcao dada por

flz)=e".
Entao
+h) — f(z)
/ — 1 f(x
fia) = lim >
" ex—i—h _e”
~ al0 h
eh —1
— lim e”
hli%e h
= e’ .
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§3.1 Derivadas: defini¢ao, regras de derivagao e exemplos

Exemplos — func¢ao logaritmo natural

Seja f:]0,4+00o[ — R a fungdo dada por f(z) = Inz. Entao

() = lim
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§3.1 Derivadas: definicao, regras de derivagao e exemplos

Exemplos

A fun¢do f: R — R definida por f(x) = senx é derivavel para
qualquer x € R. De facto,

flz+h) = flx)

/ — 1
f'(z) hlgb h
. sen(r+h)—senx
= lim
h—s0 h
T+ h—2zx r+h+zx
2sen COS
= lim 2 2
h—0 h
. senh/2 2c + h
= lim Cos
h—0 h/2 2
= cosz,

/
0 que mostra que (senx) = cosz.
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§3.1 Derivadas: defini¢ao, regras de derivagao e exemplos

Consideremos a funcao f : R — R dada por f(x) = cosz. Atendendo a

que
. +h) — f(z)
/ — 1 f(x
fiz) = lim h
iy 8 (x + h) —cosz
h—0 h
7 4= 0= 5 7 =k [0 = 45
—2sen sen
= lim
h—0
_ 2¢ + h senh/2
= lim — sen
h—0 h/2
= —senz,
temos que (cosz) = — sen x.

Anténio Bento (UBI)

Calculo I
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§3.1 Derivadas: defini¢ao, regras de derivagao e exemplos

Sejam f: D — R ea € D tal que a é ponto de acumulacao de

D, ={zxeD:x<a}=DN]—o00,a|.

203 / 451

Diz-se que f é derivavel (ou diferenciavel) a esquerda em a se

existe e é finito o limite

o f@ - f@)

r—a~ r—a

= lim

fla+h) - f(a)

h—0—

Calculo I

h
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§3.1 Derivadas: defini¢ao, regras de derivagao e exemplos

Se f:D—Reac D éum ponto de acumulacao de
Df ={re€D:z>a}=DnNla,+o0],

entao diz-se que f é derivavel (ou diferenciavel) a direita em a se
existe e € finito o limite

z—avt Tr—a h—0+ h

Tendo em conta as propriedades dos limites, resulta imediatamente,
para pontos a € D que sdo pontos de acumulagao de D, e de D, que
f € derivavel em a se e s6 se f é derivavel a esquerda e a direita em a e

fe(a) = fa(a).
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§3.1 Derivadas: defini¢ao, regras de derivagao e exemplos

Seja f : R — R a funcao definida por
f(z) = |z
Entao
— f(0
’(0) = lim f(@) = /(0) = lim Izl — lim -2 =1

z—0— z—0 z—0—- T z—0—- X

‘ 0
7(0) = lim f@) = /(0) = lim l=] — lim 2 = 1,
x—0T z—0 r—0t T r—0t T

o que mostra que f nao é derivavel no ponto 0.
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§3.1 Derivadas: defini¢ao, regras de derivagao e exemplos

Exemplos

Consideremos a funcao f : R — R definida por

1
rsen — sex # 0,
5

flx) =

0 se x = 0.

Esta funcao nao é diferenciavel a direita, nem a esquerda do ponto 0,
pois nao existe

1
i 250/ o en k.
r—0T xT r—0T xT
nem . .
lim M = lim sen —.
rx—0— X x—0— T
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§3.1 Derivadas: definicao, regras de derivagao e exemplos

Propriedades

Se f: D — R é uma funcao derivavel em a € D, entao f é continua
nesse ponto.

Observacao

O reciproco desta propriedade é falso. A funcao
f-R—R

dada por
f(z) = ||

¢ continua no ponto 0, mas nao é derivavel nesse ponto.
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§3.1 Derivadas: defini¢ao, regras de derivagao e exemplos

Regras de derivacao

Sejam f,g: D — R funcoes derivaveis em a € D e k € R. Entao

i) f+g 6 derivével em a e
(f +9) (a) = f'(a) + ¢ (a);
i) kf é derivavel em a e
(kf) (a) = kf'(a);
iii) f.g é derivével em a e
(f.9)" (a) = f'(a) gla) +¢'(a) f(a);

iv) se g(a) # 0, ! ¢ derivavel em a e

A fl(a) gla) =g (a) f(a)
(E) (a) = 9%(a) '
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§3.1 Derivadas: definicao, regras de derivagao e exemplos

Demonstracao das regras de derivacao

i) Basta observar que

lim (f +9)(=) - (f+9)(a) _ lim [f(fﬂ) - fla) | 9(@) :g(a)]
= f'(a) + ¢'(a).
i1) Basta ter em conta que
lim (kf)(msz - ikf)(a) — lim b f(rfz - i:(a)
=k f'(a).
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§3.1 Derivadas: defini¢ao, regras de derivagao e exemplos

Demonstragao das regras de derivagao (continuagao)

ii1) Basta atender a que

(f9)(x) — (f9)(a) f(@)g(x) — fla)g(a)

lim = lim
_ i L®)9(@) — fla)g(@) + f(a)g(z) — fla)g(a)
= lim f@;:i(a)g(x) +f(a)9(xx):g(a)
= f'(a)g(a) + f(a)g'(a).

Na ultima igualdade foi usado o facto de g ser continua em a.
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§3.1 Derivadas: definicao, regras de derivagao e exemplos

Demonstracao das regras de deriva¢ao (continuacao).

iv) Do mesmo modo temos

Do (o Lo s

i 9 g _ i 9@ 9(a)
Tr—a r—a r—a r —a

f(x)g(a) — fa)g(=)
Y
= [ L S0~ ate)
z—a Lg(z)g(a) T —a
= [ L 0l0) =S (050~ et
z—a [ g(x)g(a) xT—a
[ 1 f(z) = f(a) 9(z) — g(a)
piA Foroll G =ral CRE ]
f'(a) g(a) — g'(a) f(a)
9%(a) ‘

Na ultima igualdade usou-se o facto de g ser continua em a. [
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§3.1 Derivadas: defini¢ao, regras de derivagao e exemplos

Exemplos — fungoes polinomiais
A funcao f : R — R definida por

flz) ="

derivavel em todos os pontos de R e
f'(z) = nz™ L.

Usando esta dltima igualdade, tem-se que a derivada da funcao
definida por

p(x) = apa™ + 12" V4 4 asx® + a1z + ag
é dada por

o' (x) = nan,z" ' + (n—1) U 12" 2 4 - + 2007 + ay.
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§3.1 Derivadas: definicao, regras de derivagao e exemplos

Exemplos — tangente

A derivada da tangente pode ser calculada da seguinte forma:

(tgz) = <senx>’

COS T

(senz) cosz — (cosz) sen x

cos? T
cos z.cosx — (—senx)senx

cos? x

cos2 T + sen2 X

cos? ¢
1

cos? x

= SeC2 X.
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§3.1 Derivadas: defini¢ao, regras de derivagao e exemplos

Exemplos — cotangente

Do mesmo modo temos

(cotgz) = (cosx)’

Ssen r

(cosz) senx — (senx) cosx

sen? x
—sen z.sen x — (COS x) COS T

sen? x

se1r12 X + C082 x

sen? r
1

sen? r

= — COSGC2 X.

Anténio Bento (UBI) Célculo I 2009/2010 215 / 451

§3.1 Derivadas: definicao, regras de derivagao e exemplos

Exemplos — seno e coseno hiperbdlicos

Atendendo a que
(e_x)/ (i)’ _ ITermE@®) 1 Set 1 _ @
= @? @ @ |
tem-se
z _ —z\' z\ _ (—xV T T
enx:ee = € :ee:cosx
) = (£ Y~ () _ e )
e
x —z\' x\/ —x\/ T _ A~
(coshz)" = ¢ e = (<) —|—2(e ) =2 2e = senhz
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§3.1 Derivadas: defini¢ao, regras de derivagao e exemplos

Derivada da funcao composta

Sejam Dy e D, dois subconjuntos nao vazios de R e
f:Df—-Reg:Dy — R

funcoes tais que
f (Df) C Dy.

Suponhamos que a € D¢ é um ponto de acumulacdo de Dy e b = f(a) é
um ponto de acumulagao de D,. Se f ¢ derivavel em a e g é derivavel
em b, entao g o f é derivavel em a e

(9o f) (a) = 4'(f(a)) f'(a) =4'(b) f'(a)-
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§3.1 Derivadas: definicao, regras de derivagao e exemplos

Exemplos

Seja f: R — R a fungdo definida por f(z) = (222 + 5) 1% Entao,
usando a derivada da fungao composta, temos

f'(x) = 100 (2332 + 5) ” (2:1:2 + 5)/
— 100 (2932 n 5)99 Az
= 400z (22 +5) "

Consideremos a funcao ¢g : R — R dada por g(z) = sen (¢” +1). A sua
derivada é dada por

g (x) = cos (e® +1) (e” +1)" = cos (e® +1)e” = e” cos (e* +1).
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§3.1 Derivadas: defini¢ao, regras de derivagao e exemplos

Exemplos

A funcdo h : R — R definida por h(z) = 3" tem derivada em todos

os pontos de R e

h'(z) = eI (3 COS & )
— 3cosa’ ( 3senx > (mz)l
— g3oosa” ( 3sen x > 2x
— 6z sen 2387

|
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§3.1 Derivadas: definicao, regras de derivagao e exemplos

~ .

Exemplos — fungao exponencial e fungao logaritmica

Para a funcao exponencial temos
(a®) = (eln(afv)>’ _ (ea:lna>/ a0 — o Ina,
Para a funcao logaritmica usando a igualdade
log, x = log, x log, a

temos

(log, x)" = (ha_x)’ _ (Inz)  1/z 1

Ina Ina Ina zlna’

219 / 451
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§3.1 Derivadas: defini¢ao, regras de derivagao e exemplos

Exemplos

Se f é uma funcao real de variavel real diferenciavel, entao

[ef(w)}' — fl(z) e’ @),

[sen (f(2))]" = f'(z) cos (f(2))

[cos (f(2))]" = —f'(z) sen (f(2)).
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§3.1 Derivadas: defini¢ao, regras de derivagao e exemplos

Derivada da funcao inversa

Sejam f uma funcao diferenciavel e injectiva definida num intervalo
ICReacl. Se
f'(a) # 0,

entdo f~1 é diferencidvel em b = f(a) e
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§3.1 Derivadas: defini¢ao, regras de derivagao e exemplos

Exemplos — raizes

A funcéo g :]0, +00[—]0, +00] definida por

é a fungao inversa da funcao f :]0, +00[—]0, +oo| definida por

fly) =y"

Como f'(y) = ny" ! # 0 para qualquer y € ]0, +o0o[ temos, fazendo
y =g(z),
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§3.1 Derivadas: definicao, regras de derivagao e exemplos

Exemplos — logaritmo natural

Do mesmo modo, a fungdo g: |0, +0o[— R definida por
g(z)=Inz

¢ a inversa da funcao f : R —]0, +oo[ definida por
fly) = e’

Como f'(y) = €Y # 0 para qualquer y € R e y = Inz temos
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§3.1 Derivadas: defini¢ao, regras de derivagao e exemplos

Exemplos — arco seno

Consideremos a fungao g : [—1,1] — [—7/2, 7/2] definida por
g(z) = arcsenx.
A fungdo g é a fungdo inversa da fungao f: [—7n/2,7/2] — [—1, 1] dada por
f(y) = seny.

Além disso, f'(y) = cosy # 0 para y € |—m/2,7/2[. Assim, escrevendo
y = arcsenz, ou seja, £ = seny, temos

@) = () (@) = —— = —

(seny)’ cosy

Tendo em conta que sen?y + cos?y = 1 e que y € |—m/2, /2|, obtemos
cosy = V1 — x? e, por conseguinte, para x € |—m /2, 7/2[ temos

V1—22
Nos pontos £ = —1 e x = 1 a funcao nao tem derivada lateral a direita, nem
derivada lateral a esquerda, respectivamente.

(arcsenz) =
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§3.1 Derivadas: definicao, regras de derivagao e exemplos

Exemplos — arco coseno
A funcao g : [—1,1] — [0, 7] definida por
g(z) = arccosz

é a inversa da funcao f : [0,7] — [—1, 1] definida por

f(y) = cosy.
Atendendo a que f'(y) = —seny # 0 para cada y €0, 7| vem
1
(arccosz)’ =
—sen y

e, como sen’y + cos?y = 1 e y €]0, [, temos seny = /1 — cos2 y o que
implica

(arccosz) = — = —

V1 —cos?y V1—22
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§3.1 Derivadas: defini¢ao, regras de derivagao e exemplos

Exemplos — arco tangente
A funcédo g : |-7/2,7/2] — R definida por

g(x) = arctgx

é a inversa da funcdo f : R — |—7/2,7/2[ definida por

9(y) = tgy.
, 1
Como ¢'(y) = costly # 0 para y € |—m/2,7/2[ temos
1 1 1
t , p— pr— p— .
(arctg x) 1 1+te2y  1+a2

cos? y
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§3.1 Derivadas: defini¢ao, regras de derivagao e exemplos

Exemplos — arco cotangente

Do mesmo modo tem-se

tgr) = ————.
(arccotg x) 2
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§3.1 Derivadas: defini¢ao, regras de derivagao e exemplos

Tabela de derivadas

[au(z)] = av'(z), a €R

(@) = av'(@) [w@]*, a e R u@)] = gufx))
w@)]’ = o/ (z) (@) ,_ u'(2)
@) = e I (@) = 45
w@)] = o (2)a® @) ,  u'(z)
e =@ e log, (u(w))} = st
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§3.1 Derivadas: definicao, regras de derivagao e exemplos

Tabela de derivadas (continuacao)

[sen (u(2))]" = u'(2) cos [u(w)]

[tg (u(2))]" =

faresen (u(z))] = ——2&) 2
1 — [u(z)]

arc u\xr ! = U/(ZU)

[arctg (u(z))] 1—|—[u(x)]2

[senh (u(x))]" = v/ (z) cosh [u(z)]

[cos (u(x))]" = —u/(x) sen [u(z)]
S
[cotg (u(z))] sen? [u(x)]
[arc cos (u(x))]/ _ u/(x) =
1 — [u(z)]
arc cotg (u(z))] = — xi)
[ tg (u(z))] 1+ [u(CL‘)]2

[cosh (u(z))] = u'(x) senh [u(x)]
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§3.2 Teoremas de Rolle, de Lagrange e de Cauchy

Teorema de Rolle

Sejam a e b nimeros reais tais que a < b e seja
fila,b] = R

uma fungdo continua em [a, b] e diferenciavel em ]a, b[. Se

entao existe

tal que
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§3.2 Teoremas de Rolle, de Lagrange e de Cauchy

A interpretagdo geométrica de f’(c) = 0 corresponde a que a recta
tangente ao grafico de f no ponto (¢, f(c)) é horizontal. Tendo isto em
conta, podemos interpretar geometricamente o Teorema de Rolle da
seguinte forma.

fla) = f(b) F———

|
T
\
\
\
\
\
|
c b

Interpretacdo geométrica do Teorema de Rolle
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§3.2 Teoremas de Rolle, de Lagrange e de Cauchy

Corolarios do Teorema de Rolle

Sejam [ um intervalo e f: I — IR uma funcao diferencidvel em I. Entao
1) entre dois zeros de f existe pelo menos um zero da derivada;

2) entre dois zeros consecutivos da derivada de f, existe quando muito
um zero da funcao.
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§3.2 Teoremas de Rolle, de Lagrange e de Cauchy

Teorema do valor médio de Lagrange

Sejam a e b niimeros reais tais que a < b e
fila,b] = R

uma fungdo continua em [a, b] e diferenciavel em ]a, b[. Entao existe

c €la,b|
tal que
f®) = f(a) = f'(c) (b —a),
ou seja,
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§3.2 Teoremas de Rolle, de Lagrange e de Cauchy

f () — f(a)

Geometricamente, o quociente é o declive da recta que

a
passa nos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)). O que o Teorema de Lagrange
nos diz é que existe uma recta tangente ao grafico de f paralela a recta

que passa nos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)).
Y

fO) ===~

fla) |- —

\

\

| \

\ \

\ \
a c

\
\
\
\
\
\
\
b

Interpretacao geométrica do Teorema de Lagrange
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§3.2 Teoremas de Rolle, de Lagrange e de Cauchy

Corolarios do Teorema de Lagrange
Sejam I um intervalo de R e f,g: I — R fungoes diferenciaveis em 1.
1) Se
f'(z) = 0 para qualquer = € I,

entao f é constante.

2) Se
f'(z) = ¢'(x) para qualquer z € I,
entao a diferenca f — g é constante em 1.

3) Se f'(z) > 0 para qualquer x € I, entdo f é estritamente crescente em
I, ou seja, para quaisquer z,y € I,

se x >y, entdo f(x) > f(y).

4) Se f'(x) < 0 para qualquer x € I, entao f é estritamente decrescente
em [, ou seja, para quaisquer x,y € I,

se x >y, entdo f(x) < f(y).
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§3.2 Teoremas de Rolle, de Lagrange e de Cauchy

Teorema de Cauchy

Sejam a e b niimeros reais tais que a < b e
fyg: [a,b] = R
funcgoes continuas em [a, b] e diferenciaveis em |a, b[. Se
g (z) # 0 para qualquer z € a, b,

entao existe
c €la,b|

tal que
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§3.2 Teoremas de Rolle, de Lagrange e de Cauchy

Regra de Cauchy

Sejam a e b niimeros reais tais que a < b e f,g: |a,b[— R funcoes
diferencidveis em ]a, b| tais que

g (x) # 0 para cada = € |a, b|.

Suponhamos que
lim f(z)= lim g(z) =0

z—at z—at
ou que
lim |f(@)] = lim |g()] = +oo.
z—at z—at
/
Se lim (@) = L, entao
x—a™t gl($)
lim M =L
rz—at g(a:)
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§3.2 Teoremas de Rolle, de Lagrange e de Cauchy

Observacoes

a) O resultado continua valido se substituirmos

lim
z—at
por
lim .
T—b—
b) O resultado também é vélido quando calculamos o limite em pontos

interiores do dominio das funcgoes.

v
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§3.2 Teoremas de Rolle, de Lagrange e de Cauchy

Regra de Cauchy quando x — +o0

Sejam a um nimero real e f,g: |a, +00[— R fungoes diferencidveis em
la, +o0o[ e tais que

g (z) # 0 para cada x €]a, +00|.
Suponhamos que

lim f(z)= lim g(x)=0

T—+00 T——+00
ou que
i |f(@)] = lim_|g(x)] = +oo.
/
Se lim (@) = L, entao
T—+00 g/(gj)
f(=)

Célculo I 2009,/2010 241 / 451

§3.2 Teoremas de Rolle, de Lagrange e de Cauchy

Observacao
O resultado continua valido se substituirmos
lim
T——+00
por
lim
T—>—00
sendo neste caso o dominio das fungdes um intervalo do tipo | — o0, af.

o
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§3.2 Teoremas de Rolle, de Lagrange e de Cauchy

Exemplos de aplicagao da regra de Cauchy

1) Como
. cosx—1 O
lim ———— = —,
z—0 x2 0
temos pela regra de Cauchy
i €08 a:2— 1 lim (cosz - 1)
z—0 T z—0 (mz)
. —senc
= lim
z—0 2x
) 1senx
= lim —=
=0 2 =x
1
=—=.1
2
1
= -3
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§3.2 Teoremas de Rolle, de Lagrange e de Cauchy

Exemplos de aplicagdo da regra de Cauchy (continuagao)

senxr __ T

. e e
2) Como lim ——— = —, usando a regra de Cauchy temos
=0 senz —x 0
/
. eSenT _ T . (esenx —e” . cos T 5N T _ o 0
lim ——— = lim - = lim = —,
x—0 senxr —x z—0 (Senaj — x) z—0 cosx — 1 0

Aplicando novamente a regra de Cauchy vem

/
. eSenzT _ ot . (COS resenT _ e:zc)
lim ——— = lim -
z—0 senxz —x  2—=0  (cosx — 1)
. —senx e’ T 4 cog? ST _ of
= lim
z—0 —senx
0
0
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§3.2 Teoremas de Rolle, de Lagrange e de Cauchy

Exemplos de aplicagdo da regra de Cauchy (continuagao)

2) (continuacao) Temos de aplicar novamente a regra de Cauchy

eSenzT _ o

lim ——
r—0 Senx — T

[(cos2 T — sen x) esenT — eﬂ '

= lim ;
! [— sen ]
Y (—2senzcosz — cosz) €7 + (cos? x — sen x) cos x 5T — ¢
= 111m
=AY —cosx
—l 1 =1
— = = =1
—1
Este limite podia ter sido calculado mais facilmente da seguinte
forma
sen x a5 senxr—x
. € —¢ . e —1
lim ———— = lime® —— =¢&".1=1.
z—0 senxr —x x—0 senxr — T
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§3.2 Teoremas de Rolle, de Lagrange e de Cauchy

Exemplos de aplicagdo da regra de Cauchy (continuagao)

3) Vejamos que

In x
lim — =0, a > 0.
r—+oco 1
Como
) Inx +00
lim = :
z—+oo 4 +00

aplicando a regra de Cauchy temos

1

i Inx . Inz) ) o . 1 1
lim = lim ( 2 = lim —L— = lim = = 0.
r—+oo @ T—>—+00 (g;a) r—+o00 qro—1 T—+oo qré +00
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§3.2 Teoremas de Rolle, de Lagrange e de Cauchy

Exemplos de aplicagdo da regra de Cauchy (continuagao)

4) Vejamos como calcular lim vz —1 In(lnz) =0 X (—o0). Como

r—1+

In (1
lim vz —1 In(Inz) = lim n(—nxzz — f’
podemos usar a regra de Cauchy e temos
1/x
[In (Inz)]’ Iz
lim vz —1 In (Inz) = lim 7= lim nx —
z—1 z—1 [(9: - 1)—1/2} z—1 B (x—1)
2
9 (¢ — 1)3/2
= lim — () 9
r—1+ r Inzx 0

Anténio Bento (UBI) Célculo I 2009/2010 247 / 451

§3.2 Teoremas de Rolle, de Lagrange e de Cauchy

Exemplos de aplicagdo da regra de Cauchy (continuagao)

(z—1>%%* o0
4) (continuagao) Atendendo a que lim ————— = — aplicando
z—1+ Inx 0

novamente a regra de Cauchy temos

, 3 (g — 1)/2
1 3/2 ((.CC _ 1)3/2> u
(1) " 2
lim ——————— = lim - = lim
rz—1+ Inz Tz—1+ (lna’;) Tz—1+ 1
x
_1)1/2
= lim ol ) =0,
Tz—1+ 2
pelo que
lim vz —1 In(Inz) = lim — (z—1)
z—1+ z—1+ Tz Inx
9 1 3/2
T i) MY
z—1t X Inx
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§3.2 Teoremas de Rolle, de Lagrange e de Cauchy

Exemplos de aplicagdo da regra de Cauchy (continuagao)

1
5) Calculemos agora lirr%) — — cotgx = +00 — (+00). Transformando esta
r—0 I

indeterminacao na seguinte

o1 o1 CoS X . senx — xrCcosx 0
lim — — cotgz = lim — — = lim = —
z—0 I z—=0x senx x—0 €T sen x 0

9

podemos aplicar a regra de Cauchy. Assim,

/
. SenT — T Ccosx . (senx — xcosx)
lim = lim -
z—0  Tsenz z—0 (xsenx)
. COST —COST + xsenx
= lim
z—0 senx + xr cosx
i rsenzx
= lim
x—0senx + rcosx
0
0
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5) (continuagao) Aplicando novamente a regra de Cauchy temos

/
. Senx — xrCcosw , (xsenx)
lim = lim .
z—0  Tsen =0 (senx + x cos )
) senx + T cos T
= lim
z—0 COSX + COSXT — Trsenwx
0
2
=0
o que implica
lim — — cotgx = 0.

x—0 T
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§3.2 Teoremas de Rolle, de Lagrange e de Cauchy

Exemplos de aplicagdo da regra de Cauchy (continuagao)

6) Calculemos agora
lim (senz)” .
x—0t

Neste caso temos uma indeterminacao do tipo 0°. Atendendo a que
lim (senx)” = lim ol a)t] — iy PlelEmE)
x—0T x—0Tt x—0T1
basta calcular lim zIn (senz). Como
z—07t
In (sen x 0
lim xln(senz) = lim In (sen.z) - =,
x—0t z—07t l 0
79

podemos aplicar a regra de Cauchy.
251 / 451
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6) (continuacao) Assim,
COS
In (senx
lim xln(senz) = lim (In ,)) = lim S€LL
x—07F x—07F l x—07F _i
x a5
x
= lim+ —zcosz) =1.0=0
z—0T senx
e, portanto,
lim (senz)® = lim e®Menz) — 0 — 1
x—07T

z—0t
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§3.3 Derivadas de ordem superior e férmula de Taylor

Sejam D um subconjunto nao vazio de R e
f:D—R

uma funcao diferenciavel em D. Se f’ é diferencidvel em a € D, entao
diz-se que [ é duas vezes diferenciavel em a e a derivada de f’ em a
designa-se por segunda derivada de f em a e representa-se por

d’f

f"(a) ou w(a) ou ainda D?f(a)

e ¢ dada por

F(a) = (£ (@) = tim L@ =@ _ g, Flath) = Fla)

r—a T — Q h—0 h
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§3.3 Derivadas de ordem superior e férmula de Taylor

Mais geralmente, se existirem as derivadas de f até a ordem n — 1 e as
representarmos por

o fY

e f=1) & derivavel em a, entdo diz-se que f tem derivada de ordem
nem a e

£ (a) = lim o () — f*V(a)

T—a T — a
(n—1) _ £(n—1)
o 1t by~ [ ()
h—0 h
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§3.3 Derivadas de ordem superior e férmula de Taylor

Uma funcao f : D — R diz-se de classe C", e escreve-se
feC™(D),

se f é n vezes diferencidvel em D e a derivada de ordem n, f( é
continua em D.

Por extensao, escreve-se
feC’D)ou feC(D)

para designar que f é continua em D.

Se f admite derivadas de todas as ordens em D, entao dizemos que f é
indefinidamente diferenciavel ou de classe C°° e usa-se a notacgao

feo®(D).
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§3.3 Derivadas de ordem superior e férmula de Taylor

a) A funcdo f: R — R definida por

flz) =™,

m € IN, é uma funcao de classe C*°. De facto

mm—1)...(m—(n—1))z2™" sen<m;
f(n)(x) — Im! se n =m;

0 se n > m.
Mais geralmente, qualquer polinémio p: R — R dado por

p(x) = apma™ + 1™+ -+ asx? + a1z + ag

¢é de classe (',
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§3.3 Derivadas de ordem superior e férmula de Taylor

Exemplos (continuagao)

b) Se
p,qg: R —- R

sao dois polinémios, entao fazendo
D={zeR: q(x) #0}

tem-se que a funcao f: D — R definida por

RG]
e, portanto,
f e (D).
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§3.3 Derivadas de ordem superior e férmula de Taylor

Exemplos (continuagao)

c) A funcao exponencial é de classe C*° pois fazendo
fla) =
temos
) =&
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§3.3 Derivadas de ordem superior e férmula de Taylor

Exemplos (continuagao)

d) A funcado seno é uma funcao de classe C*°. De facto, fazendo

f(x) =senx,

temos )
COS T sen =4k —3, k € IN;
f(”)() <—sen:c sen =4k — 2, k € IN;
€Tr) =
—cosx sen=4k—1, k€ N;
| sen se n =4k, k € IN;

o que mostra que a funcgao seno pertence a C*°(R).
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§3.3 Derivadas de ordem superior e férmula de Taylor

Exemplos (continuagao)

e) Do mesmo modo, a fungdo coseno é uma fungao de classe C*°. De
facto, se
f(x) = cosz,
temos
—senx sen=4k —3, k€ NN,
—cosx sen=4k—2, k€ IN;
sen x sen=4k —1, k € IN;
| cos se n =4k, k € IN.

f™ (@) =
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§3.3 Derivadas de ordem superior e férmula de Taylor

Exemplos (continuagao)
f) A fungdo f1: R — R definida por
1
2 _ .
i) = % sen se x # 0;

0 se x = 0;

é diferenciavel, mas a primeira derivada nao é continua. Como
/
9 1 1 9 1 1 1 1
T sen — =2xsen — +x° | —— | cos — = 2xsen — — cos —

75 T 2 T T T
e
x2 sen ! 0
. f(z) = f(0) . T : 1
AO) =lm === —him g T imasen =0
temos
2 1 £ 0
rsen — — Cos— se X :
(z) = x x ’
0 se x = 0.
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§3.3 Derivadas de ordem superior e férmula de Taylor

Exemplos (continuagao)

f) (continuacao) Vimos que

, 2rxsen — —cos —  se x # 0;
filz) = x x
0 se x = 0.
Como nao existe
_ 1
lim cos —,
z—0 X

a fungdo f] nao é continua. Assim, f; é diferencidvel, mas nao é de
classe C'. Mais geral, a funcio fr: R — R definida por

1
z?*sen— sex #0;
fr(x) = 7 7

0 se x = 0;

tem derivadas até & ordem k, mas nao é de classe C*.

Anténio Bento (UBI) Célculo I 2009/2010 263 / 451

§3.3 Derivadas de ordem superior e férmula de Taylor

Exemplos (continuagao)

g) Se
f,g: D CR—R

tém derivada até a ordem n, entao os mesmo acontece com

f+g e [y
(f + )™ (2) = F™(2) + g™ ()

(fg)™ (z) = i (7”.‘>f<j><x>g<”j><w>.

=1 \/

Esta tultima igualdade é conhecida por formula de Leibnitz.
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§3.3 Derivadas de ordem superior e férmula de Taylor

Férmula de Taylor (com resto de Lagrange)

Sejam I um intervalo,
f:I—-1R

uma funcao de classe C", n 4+ 1 vezes diferenciavel em int I e ¢ um

ponto de I. Para cada x € I\ {a}, existe c estritamente entre a e z tal
que

F D (e)
(n+1)!

£ (a)

n!

f"(a)

o1 (x —a)" .

(a:—a)2+---+

f(@) = f(a)+f'(a) (@ —a)+ (z—a)"+
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§3.3 Derivadas de ordem superior e férmula de Taylor

A

f"(a)
2!

pn(z) = f(a) + f'(a) (z —a) + (x—a)+-+

chamamos polinémio de Taylor de grau n da funcao f em torno de
r=aea

(n+1) (,
Rue) = ) o - o

(x —a

resto Lagrange de ordem n da fun¢ao f em torno de x = a.

Se a = 0 a férmula de Taylor designa-se por formula de Mac-Laurin
e o polinébmio de Taylor designa-se por polinémio de Mac-Laurin.
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§3.3 Derivadas de ordem superior e férmula de Taylor

Ao polinémio de Taylor de grau um de uma funcao f em torno de a
chamamos linearizagao ou aproximacao linear de f em torno de z = a, ou
seja, a funcao dada por

L(z) = f(a) + f'(a)(z — a)
é a linearizacao de f em torno de x = a. Nestas condigoes escrevemos

f(@) = f(a) + f'(a)(x — a).

Ao polinémio de Taylor de grau dois de uma funcao f em torno de x = a, isto
é, a funcao dada por

f"(a)
2

(33 - a’)27

Q(z) = f(a) + f'(a)(z —a) +

chamamos aproximacao quadratica de f em torno de x = a e escrevemos

F(@) ~ fla) + Fa) (e —a)+ D (p oy
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§3.3 Derivadas de ordem superior e férmula de Taylor

1) Seja f a funcdo exponencial. Atendendo a que f(™(x) = e® para cada
n € IN e, portanto, f(™(0) = e® = 1, o polinémio de Mac-Laurin de grau n

é dado por
f0) o fO00) oy, F7(0)
_ / J N7 L. A n n
R O
B 2! (n—1)!  n!

e, por conseguinte, temos a seguinte aproximacao linear
e ~1+x

e a seguinte aproximacao quadratica
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§3.3 Derivadas de ordem superior e férmula de Taylor

Exemplos (continuagao)

2) Seja f a funcao seno. Entao

() {(1)"’+1 sen=2k—1, keN;

0 sen =2k, k€ N;
e, portanto,
3 5 2n—+1
. X x n <L
Senx—$—§+a++(—1) m+R2n+1(m).

Assim, neste exemplos as aproximacoes linear e quadratica sao
iguais:

SEenr =~ I.
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§3.3 Derivadas de ordem superior e férmula de Taylor

Exemplos (continuagao)

3) Se f é a fungao coseno, entao

k _ .
0 sen=2k—1, ke N;

e, consequentemente,

2 4 o2n
I T T A e
cosz =1 or Tt + (—1) (Qn)!Jngn(x)
e temos
72
cosr~1 e cosx%l—;

como aproximagcoes linear e quadratica, respectivamente.
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§3.4 Aplicagoes do calculo diferencial

Nesta seccao vamos ver aplicacoes das derivadas em termos de
e monotonia de uma funcao;
e extremos locais de uma funcao;

e convexidade e pontos de inflexao de uma funcao.
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§3.4 Aplicagoes do calculo diferencial

Ja vimos que para estudar a monotonia de uma funcao basta estudar o
sinal da primeira derivada. Isso é consequéncia de corolarios do
Teorema de Lagrange:

Corolarios do Teorema de Lagrange
Sejam I um intervalo de R e f: I — R uma funcao diferenciavel em 1.

1) Se f'(x) > 0 para qualquer x € I, entao f é estritamente
crescente em I, ou seja, para quaisquer x,y € I,

se x >y, entdo f(x) > f(y)-

2) Se f'(x) < 0 para qualquer x € I, entdo f é estritamente
decrescente em [, ou seja, para quaisquer x,y € I,

se x >y, entdo f(x) < f(y).
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§3.4 Aplicagoes do calculo diferencial

Sejam D um subconjunto nao vazio de R, f: D — R uma funcao e

a € D. Diz-se que a funcao f tem um maximo local ou relativo no
ponto a ou que f(a) é um maximo local ou relativo da funcdo f se
existir um € > 0 tal que

f(x) < f(a) qualquer que seja z € la —e,a+¢[N D.

Do mesmo modo, diz-se que a funcao f tem um minimo local ou
relativo no ponto a ou que f(a) é um minimo local ou relativo da
funcao f se existir um ¢ > 0 tal que

f(x) > f(a) qualquer que seja z € la —e,a + [N D.

Diz-se que f tem um extremo local ou relativo no ponto a ou que
f(a) é um extremo local ou relativo da funcao f se f tiver um
maximo ou um minimo local no ponto a.
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§3.4 Aplicagoes do calculo diferencial

Os pontos g, x9 e x4 sao pontos onde a funcao tem minimos locais,
enquanto que a func¢ao tem maximos locais nos pontos x1, x3 € Ts5.

A figura sugere que nos pontos x1, x2, 3, 4 a derivada da funcao é
nula.
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Para a funcao representada na figura anterior vé-se facilmente que nos
pontos xg, x2 € x4 a fungdo tem minimos locais e que nos pontos x1, x3
e r5 a funcdo tem maximos locais. Além disso, para em qualquer

a €]xy, x3[ a funcdo tem um maximo e um minimo local.
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§3.4 Aplicagoes do calculo diferencial

Teorema de Fermat

Seja
f:DCR—R

uma funcao diferencidvel num ponto a interior a D. Se f(a) é um

extremo local de f, entao

f'(a) = 0.
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§3.4 Aplicagoes do calculo diferencial

A condicao f’(a) = 0 nao é suficiente para a existéncia de extremo. Por

exemplo a funcao

f:R - R,

definida por
fx) = a?,

tem derivada nula no ponto x = 0, mas f(0) ndo é extremo local.
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§3.4 Aplicagoes do calculo diferencial

Sejam I um intervalo de R e
f:I—1R

uma funcao m vezes diferenciavel, m > 1, num ponto a interior ao
intervalo I. Suponhamos que

fllay=-=f"Da=0 e  f™)#0.

Entao
i) se m é impar, f ndao tem qualquer extremo local no ponto a;

i1) se m é par, f tem em a um ponto de maximo local ou um ponto de
minimo local, consoante

f™ @) <0 ou f™(a)>o0.
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§3.4 Aplicagoes do calculo diferencial

Sejam I um intervalo de R e
f:I—-1R

uma funcao duas vezes diferenciavel num ponto a interior a I com
f'(a) = 0.

Entao
i) se f”(a) >0, a é um ponto de minimo local;

i1) se f"’(a) < 0, a é um ponto de méximo local.
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§3.4 Aplicagoes do calculo diferencial

Exemplo

Uma bateria de voltagem fixa V e resisténcia interna fixa r esta ligada
a um circuito de resisténcia variavel R. Pela lei de Ohm, a corrente [
no circuito é

B Vv
R+

Se a poténcia resultante é dada por P = I?R, mostre que a poténcia
maxima ocorre se R =r.

I

2 2
De P = IR, temos P = ( 4 ) R = V—R2 Assim, o que temos
R+ (R+7)
de fazer é calcular os extremos locais da funcao
V2R
P(R) = ——.
(R+r)
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§3.4 Aplicagoes do calculo diferencial

Exemplo (continuagao)
V2R
Derivando a funcao P(R) = ———— temos
(R+1)

VZ2(R+r)>—2(R+7) V2R

PR = (R+17)*
_ V2(R+r)—2V?R
B (R+r)°
V% VR
- (R+r)?
. V2(r—R)
- (R+7r)?

e, portanto,

P(R)=0& R=r.
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§3.4 Aplicagoes do calculo diferencial

Exemplo (continuagao)
Para verificarmos que R = r é um ponto de maximo local, atendendo a

que

2(p _
P'(R) = V= i) };),
(R+r)
podemos fazer o seguinte quadro
R r
P'(R)| + 0 —

PR)| /| M |\

Anténio Bento (UBI) Célculo I 2009/2010 283 / 451

§3.4 Aplicagoes do calculo diferencial

(b, £ (b))

funcdo convexa

Sejam I um intervalo de R e f: I — R uma funcao. Dizemos que f é
convexa ou que tem a concavidade voltada para cima em [ se
para quaisquer a,b € I, com a < b, o grafico de f em |[a, b] estd abaixo
da secante que une os ponto (a, f(a)) e (b, f(b)), isto é,

para qualquer = € [a, b].
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§3.4 Aplicagoes do calculo diferencial

(6, £(b))
(a, f(a))

fungdo concava

A funcao f diz-se concava ou que tem a concavidade voltada para
baixo em [ se para quaisquer a,b € I, com a < b, o grafico de f em
[a, b] esta acima da secante que une os ponto (a, f(a)) e (b, f(b)), isto é,

para qualquer = € [a, b].
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§3.4 Aplicagoes do calculo diferencial

Fazendo x = (1 —t)a +tb, t € [0, 1], nas desigualdades que caracterizam
as defini¢oes de fungao convexa e de funcao concava temos as seguintes
definicoes alternativas:

A fungdo f é convexa em [ se para cada a,b € I e para cada t € [0, 1],

f(A=t)a+1tb) <(1—1t)f(a) +1f(b).

A funcao f diz-se concava em I se, para cada a,b € I e para cada
t €10,1],
f((L=t)a+1tb) = (1 —1t)f(a) +1f(b).

Obviamente, uma funcao f é concava se e s6 se —f é convexa.
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§3.4 Aplicagoes do calculo diferencial

Sejam I um intervalo de R e f: I — R uma funcao diferenciavel.
Entao as seguintes afirmacoes sao equivalentes:

a) f é convexa;
b) a derivada de f é mondtona crescente;

c) para quaisquer a,z € I temos

f(@) = f(a) + f'(a) (x — a),

ou seja, o grafico de f esta acima das suas rectas tangentes.
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§3.4 Aplicagoes do calculo diferencial

Funcao convexa
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§3.4 Aplicagoes do calculo diferencial

Sejam I um intervalo de R e f: I — R uma funcao diferenciavel.
Entao as seguintes afirmacoes sao equivalentes:

a) f é concava;
b) a derivada de f é mono6tona decrescente;

c) para quaisquer a,z € I temos

f(@) < fa) + f'(a) (x —a),

ou seja, o grafico de f esta abaixo das suas rectas tangentes.
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§3.4 Aplicagoes do calculo diferencial

Funcao concava
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§3.4 Aplicagoes do calculo diferencial

Sejam [ um intervalo de R e f: I — R uma funcao duas vezes
diferenciavel em I. Entao

a) f é convexa em I se e sb se
f(z) 20

para qualquer z € [;

b) f é concava em I se e s6 se

f(x) <0

para qualquer x € I.
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§3.4 Aplicagoes do calculo diferencial

Sejam I um intervalo, ¢ um ponto interior a I e f : I — R. Diz-se que
a € um ponto de inflexao de f se existe € > 0 tal que num dos
conjuntos |a — &, al ou |a,a+ €[ a fungdo é convexa e no outro é concava.

Y

Na figura anterior vemos que a funcao f é concava a esquerda de a; e é
convexa a direita de a1. Logo a1 é um ponto de inflexao.
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§3.4 Aplicagoes do calculo diferencial

Sejam I um intervalo de R e
f:I—-R

uma funcao duas vezes diferenciavel. Se a € I é um ponto de inflexao
de f, entao

f"(a) =o.
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§3.4 Aplicagoes do calculo diferencial

Assim, podemos usar a informacao que as derivadas nos fornecem para
fazer o esbogo do grafico de uma fungao. Para tal devemos estudar

e 0 dominio da funcao;

e 0s zeros da funcao;

e a continuidade da funcao;

e a paridade da funcao;

e os intervalos de monotonia da funcao;
e 0s extremos relativos da funcao;

e as concavidades da funcao;

e 0s pontos de inflexao da funcao;

e as assimptotas da funcao.
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§3.4 Aplicagoes do calculo diferencial

Exemplo — estudo da funcio f(z) = 2?/(x — 1)

Seja f a funcao real de variavel real definida por

Vamos fazer um estudo completo desta funcao. Esta funcao tem como
dominio a seguinte funcgao

Di={zeR:2-1#0} =R\ {1}

€ COIMo 9

flx) =0« =0 zr=0Azx#1,

x—1
f tem apenas um zero no ponto x = 0. Além disso, a funcao é continua
pois é o quociente de duas funcoes polinomiais.

v

Anténio Bento (UBI) Célculo I 2009/2010 295 / 451

§3.4 Aplicagoes do calculo diferencial

Exemplo — estudo da fun¢ao f(z) = 2?/(xz — 1) (continuacao)

Obviamente, esta funcao ndo é par nem é impar. A funcao é
diferenciavel em todo o dominio e primeira derivada é dada por

(«?) (z —1) —2* (z — 1)
(z = 1)°
ies — ) — a7
(¢ —1)°
222 — 2z —x
(z —1)°
T? — 22
(¢ —1)°
z(x — 2)
(= 1)*

fi(z) =

2
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§3.4 Aplicagoes do calculo diferencial

Exemplo — estudo da funcao f(x) = 2?/(z — 1) (continuacao)

Calculemos os zeros da primeira derivada

; z(x —2)
fi(z)=0< W =0
s zz—2)=0A(—-1)2#£0
S (x=0Vve=2)Ax #1.
Atendendo a que o denominador de f’ é sempre positivo, temos o
seguinte quadro de sinal

x 0 1 2
fl(x)| + 0 — |ND | — 0
flx)| | M | N |ND| N, | m |~

_|_
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A segunda derivada de f é dada por

/

by (a2 '_(x2—2x)/(x—1)2—[(x—1)2} (2% — 22)
= (@:-1)2) - @—-1)°
_ (23:—2)(3:—1)2—2(33—1)(x2—233):2(33—1)2—2(3:2—2x)
(z—1)" (z - 1)°
_2x2—4x+2—2w2+4x_ 2
E (= 1)° GRS

e, portanto, f nao tem pontos de inflexao ja que a segunda derivada nao tem
ZEros.
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§3.4 Aplicagoes do calculo diferencial

Exemplo — estudo da funcao f(z) = 2?/(z — 1) (continuacao)

Fazendo um quadro temos

T 1
f"(x)] — | ND | +
f(x)| n | ND | U

o que nos permite concluir que f tem a concavidade voltada para baixo
em | — 00, 1] e tem a concavidade voltada para cima em |1, 4o0].
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§3.4 Aplicagoes do calculo diferencial

Exemplo — estudo da funcao f(z) = 2?/(xz — 1) (continuacao)

Quanto a assimptotas, uma vez que

. f() . x? . 2 , 1

lim — = lim = lim = lim — =1
z—=+o00 I r—4o00 2 —x o400 :U2(1 — 1/:1:) z—+oo 1 — 1/:(3
e

2 2 .2
lim f(z)—x = lim Y z= lm 7 e
x—+00 z—+oo x — 1 x—+00 r—1
ar 1

= lim ——— = Ilim 1

z—+oo (1l —1/x) a—=+c0l—1/zx B
a recta de equacao y = x + 1 é uma assimptota nao vertical a direita do
grafico de f. Do mesmo modo se conclui que esta recta também é
assimptota nao vertical a esquerda do grafico de f.
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§3.4 Aplicagoes do calculo diferencial

Exemplo — estudo da funcio f(z) = 2?/(x — 1) (continuacao)

Por outro lado, tendo em conta que o dominio de f é R\ {1} e que f é
uma funcao continua, a tnica possibilidade para assimptota vertical ao
grafico de f é a recta de equacgao x = 1. Como

11m €Tr) = 1m = —— = o0
r—1t z—=1tx — 1 0+
¢ 2
x 1
lim f(z)= lim = — = —09,
z—1— f( ) zs1—x —1 0~

a recta de equagao x = 1 é de facto uma assimptota vertical ao grafico

de f.

Estamos em condicoes de esbocar o grafico de f.
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§3.4 Aplicagoes do calculo diferencial
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§4.1 Primitivas imediatas

Sejam I um intervalo e

f:I—-R

uma funcao. Chama-se primitiva de f em I a toda a fungao
F:I—-1R

tal que
F'(x) = f(x) para qualquer z € I.

Diz-se que f é primitivavel em [ quando f possui pelo menos uma
primitiva.
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§4.1 Primitivas imediatas

a) Uma primitiva da funcao f: R — R dada por

flz) ==

é a funcao F' : R — R definida por

b) Dum modo mais geral, dado n € IN, uma primitiva da funcao
f:R — R definida por

flx) ="
é a funcao F' : R — R definida por
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§4.1 Primitivas imediatas

Sejam I um intervalo e

F:I—1R

uma primitiva de uma funcao
f:I—R.
Entao, para qualquer ¢ € R, a funcao
F+c

é também uma primitiva de f.

Reciprocamente, qualquer outra primitiva de f é da forma

F+c¢ ceR.
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§4.1 Primitivas imediatas

O conjunto das primitivas de uma funcao f : I — R representa-se por

/ f(z) dz.

Tendo em conta o que vimos anteriormente, se F': I — R é uma primitiva de
f temos

/f(:z:)d:c:{F(x)+c:c€IR}.

Por uma questao de simplicidade de escrita escrevemos apenas

/f(a:) dx = F(x) + c.

Assim,

e de um modo mais geral
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§4.1 Primitivas imediatas

Se f e g sao duas fungoes primitivaveis num intervalo I e k € R, entao

[ 1@+ 9@ do = [ @) do+ [ (o) do

/kf(x)d:c:k/f(x)dx.

Assim,

/ana:” + ap_12" 4+ a1z + agde

n+1 " 3:2
= ap +an_1—+---+a1?+aox+0.
n

Anténio Bento (UBI) Célculo I 2009/2010

§4.1 Primitivas imediatas

Nem todas as fungoes sao primitivaveis. Por exemplo, a funcao
f:R — R definida por

f(:c)z{l se x > 0,

0 sex <O,

nao é primitivavel em R, pois se F' fosse uma primitiva de f, a

309 / 451

restrigdo de F' ao intervalo |0, 4o0o[ seria uma funcao da forma = + c e a
restrigdo de F' ao intervalo | — 0o, 0] seria da forma d. Assim a restrigao

de F'a R\ {0} seria

Flx) r+c sex>0;
xTr) =
d se x < 0;

e independentemente do valor que se dé a F'(0), a funcdo F' nao é

derivavel em x = 0, o que contradiz o facto de F' ser uma primitiva de

f.
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§4.1 Primitivas imediatas

Ja sabemos que para qualquer x > 0 se tem

1
Inz) ==
(nz) =2
e se x < 0 tem-se (o)
—T -1 1
1 — ! = = = —,
In (o)) == = 2 =2
1
Assim, uma primitiva da funcao f(x) = — em R\ {0} é a fun¢éo In|z|. No
x

entanto, as funcoes do tipo
In|z|+ ¢

nao nos dao todas as primitivas de f(z) = —. Para obtermos todas as

SN

primitivas de f temos de considerar todas as funcoes da forma

Inx + ¢ se x > 0;
In(—x)4+c2 sex<O.
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§4.1 Primitivas imediatas

Por uma questao de simplicidade passamos a representar todas as
fungoes da forma

Inx + ¢ se x > 0;
In(—x)+co sex<O.
por
In|z| + ¢,
ou seja,

1
/—dx:1n|az|+c.
T

O que foi feito relativamente a funcao

sera feito relativamente a todas as fungoes cujo dominio é a reuniao de
intervalos.
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§4.1 Primitivas imediatas

1 /
/—da::ln]a:]—l—c /u(x>dx:ln]u(az)|—|—c
x

e” dr = e* +c /u’(m) @) dg = %) 4¢

/
/ senz di = — cosz + ¢ / o () sen [u(z)] dz = — cos [u(x)] + ¢
/

cosxdr =senx + ¢ /u’(x) cos [u(z)] dx = sen [u(x)] + ¢
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§4.1 Primitivas imediatas

/Co;xdx:tgwrc /%mztg[u(m)uc
/Se;wdxz—cotgawc /%m:—mg[u(m)]ﬂ
/ senhz dz — coshz + ¢ / o () senh [u()] dz = cosh [u(z)]+c
/ cosha dz = senh + ¢ / u' () cosh [u(z)] da = senh [u(x)] +¢

daz = arcsen [u(x)] + ¢

1
———dx = arcsenzx + ¢ /
/\/1—332 \/1—[u

1 = & T = arcC u\x C
/1+x2dw_amg“c /1+[u(a:)]2d izl
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§4.2 Primitivacao por partes

Sejam I um intervalo e f,g: I — R func¢oes tais que f é primitivivelem I e g
é diferencidvel em I. Se F' é uma primitiva de f, tem-se

[F(2)g(x)]" = F'(2)g() + F(2)g'(z) = f(z)g(z) + F(z)g'(x)

o que implica
f(x)g(x) = [F(x)g(x)] — F(2)g (x).

Assim, fg é primitivavel se e s se Fg' 0 é e

[ 1@ ds = [ (F@g@) do— [ Fo)g @) d,
A [ f@g(a)ds = F@)go) ~ [ Flayg (@) do

e atendendo a que F' é uma primitiva de f vem

[ twat@rds = ( [ rde). g0~ [ ([ Hrde). o) de

que é a féormula de primitivagao por partes.
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§4.2 Primitivacao por partes

Exemplos de primitivacao por partes

a) Calculemos por partes / rsenx dx:

2 2
/xsenxdx = %senx—/%(senx)' dz

x2 x2
= —senx — — cosz dx.
2 2

A primitiva que agora temos de calcular é mais complicada do que a
inicial. No entanto, trocando os papeis das func¢oes temos

/xsenxdx = (—cosx) x—/(—cosx)x’d:c
= —:Bcosx—/(—cosa;) dz

= —xcosx—l—/cosxdm

= —xcosx +senx + c.
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§4.2 Primitivacao por partes

Exemplos de primitivagdo por partes (continuagao)

b) Para primitivarmos a funcao In x temos de primitivar por partes:

/lnxdaz = /1. Inz dx

= xlnx—/x(lnx)'daj

1
:azln:v—/a:—dx

T

= J:lnx—/ldx

=zlnhx—xz+c
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§4.2 Primitivacao por partes

Exemplos de primitivagao por partes (continuagao)

¢) Vejamos como primitivar a funcao arctgx:

/arctgmda; = /l.arctga:dx

= rarctgr — /:E (arctg z)" dx

1

— b — d
€T arc gﬂ? /$1+x2 €T
€T
= rarctgx — d
rarctgx /1—|—az2 x
N 1 2x J
= X arc g5 — = €T
85 | 1122

= rarctgx — %111‘14—:62‘ +c
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§4.2 Primitivacao por partes

Exemplos de primitivagdo por partes (continuagao)

d) A primitiva de arcsen x calcula-se de forma semelhante:

/arcsenazdm = /1. arcsen x dx

/
= xarcsena:—/:v(arcsenx) dx

1
= garcsenx — | £ ——— dx
/ V1 — 22

T
= garcsenx — | ———dx
V1—22

+/ 24
— xarcsen — dx
2v/1 — x2
— garcsenz + V1 — 22+ ¢
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§4.2 Primitivacao por partes

Exemplos de primitivagdo por partes (continuagao)

e) Primitivando por partes a fungao sen® x temos

/sen2wda; = /senxsenxdm
= —CcosT senx—/—cosw(sena:)'dw
= —cosx senx—/—cos:v cosz dx
= —senx cos:c—l—/cos2xdac
= —senzx cos:v+/1—sen2:vdw

= —senzx cos:c+w—/sen2wdx.
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e) (continuagdo) Fazendo I = / sen’ z dr em
/sen2a:da: = —senx cosx + x — /senQ:de
tem-se
I =—senx cosx+x—1
o que implica
2] = —senx cosx +x
e, portanto,
[ _Senx cosw i x
2 2
Assim,
9 senx cCosxT I
sen“ rdxr = — 5 +§+c.

Anténio Bento (UBI) Calculo I 2009/2010 322 / 451




§4.2 Primitivacao por partes

Exemplos de primitivacdo por partes (continuagao)

f) Primitivemos por partes a funcdo e* sen x:
/em senzdr = e’senx — /e"”(senx)' dz
= e"senx — /ewcosxda:
= e"senx — (e“” cosT — /e””(cos z)’ da;)
= e®senx — e” cosx + /e"”(— senz) dx

= emsenx—excosx—/e‘”senxdx
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§4.2 Primitivacao por partes

Exemplos de primitivagao por partes (continuagao)

f) (continuacao) De
/ex senzdr = e*senx —e” cosT — /e""" sen x dx
concluimos que
2/6“" senz dr = e*senx — e cosx
e, portanto,

x
e
/e‘”senxdm = (senx — cosx) + c.

Anténio Bento (UBI) Calculo I 2009/2010 324 / 451




Indice

e Primitivas

@ Primitivacdo por substituicao

Anténio Bento (UBI) Célculo I 2009/2010 325 / 451

§4.3 Primitivacao por substituicao

Sejam I e J dois intervalos de R, f : I — R uma funcao primitivavel e
¢ : J — I uma funcao bijectiva e diferencidvel e tal que ¢'(t) # 0 para
cada t € J. Suponhamos que F': I — R é uma primitiva de f. Como

(Fop) (t)=F'(p(t) ¢'t) = f(ot) (1)

F o ¢ é uma primitiva de (f o ¢) ¢'. Assim, para calcularmos as
primitivas de f(x) basta calcularmos as primitivas de f (¢(t)) ¢'(t) e
depois fazer a mudanca de varidvel t = = 1(z), ou seja,

[ f@rda = [ 60) ¢0) dt | improy

Para primitivarmos por substituicao usamos a notacao

dr = ' (t)dt.
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§4.3 Primitivacao por substituicao

Exemplos de primitivacao por substituicao

a) Para calcularmos / v a? — x?dx, a > 0, fazemos a substituicao

r =asent

e, portanto,
dr = (asent) dt = acostdt

o que da

/\/@2—1'2613: = /\/@2—a2sen2t acostdt
= /\/az(l—senzt) acostdt
= /\/GQCOS2t acostdt

= /acost acostdt

= a? /cosztdt.
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§4.3 Primitivacao por substituicao

Exemplos de primitivagdo por substituicdo (continuagao)

a) (continuagao) Primitivando por partes / cos® t dt temos

/COS2tdt = /cost costdt
= sentcost—/sent(—sent) dt
= sentcost+/1—cos2tdt

=sentcost+t — /cos2tdt

e, portanto,

2/cos2tdt:sent cost +t

o que implica

o sent cost t
Ccos tdt:T+§—|—c

327 / 451
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§4.3 Primitivacao por substituicao

Exemplos de primitivagdo por substituicdo (continuagao)

a) (continuagdo) Assim,
/\/a2 —22dx = a2/0082tdt

osent cost+ 2t_|_
a"—+a"=-+c
2 2
e atendendo a que

T =a sent,

resulta
T
t = arcsen —
a
o que da
5 5 ax X a? x
vVa* —x“drx = — cos|arcsen — | + — arcsen — + ¢
2 a 2 a
2
X a x
=5 \/a2—x2+7arcsen——|—c
a
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§4.3 Primitivacao por substituicao

Exemplos de primitivagdo por substituicdo (continuagao)

b) Para calcularmos a primitiva

1
—dx
/x2\/1 — x2

fazemos a substituicao
T =sent

o que da

dr = (sent) dt

= costdt.
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§4.3 Primitivacao por substituicao

Exemplos de primitivagao por substituicdo (continuagao)

b) (continuagao) Assim,

1
I
x2\/1 — 22 sen?ty/1 — sen?t

1
= /— cost dt
sen?t cost

1
= dt
/ sen?t

= —cotgt+c

costdt

= — cotg(arcsenz) + ¢

V1 —z2
:———|—C
xr
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§4.3 Primitivacao por substituicao

Exemplos de primitivagdo por substitui¢do (continuagao)

¢) Se quisermos calcular a primitiva

| ammvi="
(1 +22) V1 + 22 !

1
fazemos a substituicao x = tgt, e portanto dxr = " dt, o que da
COS

1 1 1
do = | dt
/(1+x2) V1 + z? (1 +tg2t) /1+tg2t cos?t

1 1
_ / dt
1 1 cos?t

cos?t V cos?t

= /costdtz sent + c

x
= sen (arctgxr) + ¢ = ——= +c¢

V1 4+ z?
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§4.3 Primitivacao por substituicao

Exemplos de primitivagdo por substituicdo (continuagao)

d) Calculemos

1
————dx,
/ 2y x2% + 4
usando a substituicao
T = 2tgt.

Entao

2
dt

dr = (2tgt) dt = .
= () cos? t

Além disso,

VaZrd = \[(2tgt)? + 4 = /4tg2t + 4
1 2

= 2 1) = 24/ =
\/4 (tg”t +1) cos?t  cost
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§4.3 Primitivacao por substituicao

Exemplos de primitivagdo por substituicdo (continuagao)

d) (continuacgao) Assim,

/ 1 d_/ 1 th_1/1 L
x2\/x?2 + 4 T Atg2t 2 cos2t 4 ) sen?t cost

cost cos? t
! /c st sen” 2t dt L s 6
= - [ co n = - c
4 4 -1
L ! +
= — cC= — C
4sent 4sen (arctgx/2)
x?+4 N
=——+c
4x
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§4.3 Primitivacao por substituicao

Exemplos de primitivacdo por substitui¢ao (continuagao)

e) Calculemos a seguinte primitiva,

1
/:1:2\/:132 1’

fazendo a substituicao

e, portanto,

1 /
dx = (—) dt = 220 gt
cost

Além disso,

1
V2 —1= Vcos% —1=1/tg?t = tgt.
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§4.3 Primitivacao por substituicao

Exemplos de primitivagdo por substituicdo (continuagao)

e) (continuagao) Assim,

1 1 ¢
iy = / SRE
= i

22v/z2 — 1 fop COS7
5, gt
cos“t
= /costdt
=sent+c

1
= sen <arc cos—) + c
X
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§4.4 Primitivas de fungdes racionais

Uma funcao racional é uma funcao f : D — R definida por

P(x)
Q(x)

onde P e () sao polinémios e D = {zx € R: Q(z) # 0}. Assumimos que
P e @ nao tém zeros (reais ou complexos) comuns. Se o grau de P é
maior ou igual do que o grau de (), entao fazendo a divisao de P por @)
temos

flz) =

P(z) = D(x)Q(x) + R(x)

e, portanto,
P(x)

Q)

R(z)

:D(:E)+ @

onde D e R sao polinémios e o grau de R é menor do que o grau de (.
Assim, para primitivarmos as funcoes racionais basta sabermos
primitivar as fungoes racionais onde o grau do numerador ¢ menor do
que o grau do denominador.
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§4.4 Primitivas de fungdes racionais

Sejam P e () dois polinémios com o grau de P menor do que o grau de
() e sem zeros (reais ou complexos) em comum. Entao

my

Q) = (w—an)™ ... (v —ap)™ [ — 1) + 5] o (2 — )’ + 7]
onde os zeros reais de () sao
ai,...,ar com multiplicidades nq,...,ng,
respectivamente, e os zeros complexos de () sao
a1 + Bit,...,ap + Bt com multiplicidades  mq,...,my,
respectivamente, e
a1 — PBit,...,ap — [t com multiplicidades mgq,...,my,

respectivamente.
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§4.4 Primitivas de fungdes racionais

Além disso, existem numeros reais A’s, B's e C's tais que

P(x): Al’l +...+&+
Qlr) r—a (z —a1)™
A A
4+t k,1 _|_..._|_¢knk_|_
T — ag (z — ak)
Biiz+Ci . Bim,x +Crm,
m
(z —op)* 4 32 {(x—oq)2+[3ﬂ '
+ v _|_ Blalm —I_ Clal .. Blymlm _|_ Cl,ml
my

(z — oq)* + 57 T [(x—ozl)2—|—ﬁl2}

ou seja,

e zz 233 B+

i=1 =1 ( a) i=1j=1 {(x—a@) +6i2]j
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§4.4 Primitivas de fungdes racionais

Exemplos de primitivacao de fungoes racionais

a) Calculemos

2
75
dx.
/ z2 —1
Fazendo a divisdo de x? por z2 — 1 temos

+z? +0x +0 |z? +0zr —1
—z? +0z +1 1

+0x +1

e, portanto,

22 1

=1+ :
xz2 —1 x2—1

Agora precisamos de factorizar o denominador. Para isso basta ter

em conta que zeros do denominador que sao 1 e —1.
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§4.4 Primitivas de fungdes racionais

Exemplos de primitivagdo de fungoes racionais (continuagao)

a) (continuagao) Entdo existem ntimeros reais A e B tais que

1 A B

:Jc2—1::1:—1+:1:—|—1

e, portanto,

1 Alx+1)+B(z—1)
2—1  (z—1D(z+1) ’
pelo que
A(z+1)+B(x—1) =1.
Fazendo x = —1 resulta que B = —1/2 e fazendo z = 1 tem-se

A =1/2, ou seja,

1 1/2  1/2

2—-1 x—1 x+1
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§4.4 Primitivas de fungdes racionais

Exemplos de primitivagdo de fungoes racionais (continuagao)

a) (continuagdo) Assim,

2
T 11 11
dr = [ 1+ = _ . d
/x2—1 * / Ty o1 2 ™

1 1
:a:—|—§ln|x—1|—§ln|a:—|—1|—|—c.
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§4.4 Primitivas de fungdes racionais

Exemplos de primitivagdo de fungoes racionais (continuagao)

b) Consideremos a funcao f definida por
r+1
f(m) — 33’3(11')24—1).
Entao temos de ter
() r+1 A i B C Dx+FE
T = — = — N J— -
w21 @t o m o gl
e, portanto,
A(z?+1)+ Bz (2> +1) + C2? (22 +1) + Dz + E)2*  z+1
x3 (22 4+ 1) 3 (24 1)
o que implica
A(x2—|—1> —|—B:13(:132—|—1) + Cx? (x2—|—1) + Dz +E)zd =z +1.

v
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§4.4 Primitivas de fungdes racionais

Exemplos de primitivagao de fungdes racionais (continuacao)

b) (continuacao) Fazendo x = 0 em
A(z®*+1)+ Bz (2*+1)+C2*> (2* +1) + Dz + B)z* =z + 1.
temos A =1 e fazendo =z = i tem-se
(Di+E)i*=i+1< (Di+E)(—i)=14+ieD-FEi=1+1

o que implica D =1 e E = —1. Fazendo z = 1 obtemos

2A+2B+2C+D+E=2&242B+2C+1-1=2&B+C=0

e fazendo xr = —1 resulta
92A—2B+20+D-E=2& 2-2B+20+1—(-1)=2
& —2B42C = —
& —B+ 0 =—

o que d& o sistema
B+C=0 B=-C B=1
= =
—-B+C=-2 C+C=-2 C=-1
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§4.4 Primitivas de fungdes racionais

Exemplos de primitivacdo de fungoes racionais (continuagao)

b) (continuagao) Assim,
x+1 1 1 1 xz-1

3 (22 +1) a8 ?_54_3324—1

pelo que

a:—l—l
/ZC?’ (22 + d

r—1
/ dw+/—d:1:—/ d:v+/ daz
1

_ -3 2 5
—/ da:—i—/ dx / da:—|—2/x2+1 /x2+1da:

:x_—2+—1—1n\;c\+ (:c +1)—arctg:c+c
1 1 1
:_ﬁ—;—ln\m|—l—§ln<m2+1>—arctga;+c

Anténio Bento (UBI) Calculo I 2009/2010 346 / 451



§4.4 Primitivas de fungdes racionais

Tendo em conta a decomposicao que obtivemos, para primitivarmos
funcoes racionais basta sabermos calcular as seguintes primitivas

/ —(a: jla)k dx

/ Bx+C

k
(z—a)’ + 7
onde A, B,C,a,a € R, p € R\ {0} e k € IN.

dx,
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§4.4 Primitivas de fungdes racionais

O primeiro primitivas é bastante simples de calcular pois quando k£ =1
temos

A
/ﬁdx:Aln|x—a|+c

r —a)

e quando k£ > 1 vem

/ﬁdmz/l/(x—a)_k dz

(x — a,)_k+1

—k+1
A 1

k—1 (aj_a)k_l—'_

+c

C.

Anténio Bento (UBI) Calculo I 2009/2010 348 / 451



§4.4 Primitivas de fungdes racionais

Para as fungoes do tipo

Bx+C
(& —a)” + B2
fazendo a mudanca de variavel x = o + [t tem-se dx = [dt e
B C B t)+C
/ a:—g da::/ (042—25)—;— B dt
(z —a)” + 52 pete + 5
BBt+ aB +C
dt
CICEN TR
B 2t aB+C 1
_5/152+1dth A3 /t2+1dt
B B
= —1In t2—|—1‘—|—uarctgt—|—c
2 B
B1 <:U—a)2+1 —|—&B+Cactgx_a—|—
= —1In ————ar c
2 5 5 5
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§4.4 Primitivas de fungdes racionais

Usando a mesma mudanca de varidavel x = « + (t, pelo que dxr = [dt, vem

Bz +C B(a+pt)+C

dr = dt

/[<x_a>2+5z]k o= Ty !
BBt + aB + C

= | S

B / 2t it + aB+C / 1 gt
262]{—2 (t2 + 1)k: 52]{—1 (t2 + 1)kj

B 9 —k aB+C 1
= /275 (t*+1) "dt+ T /(t2 L dt
)—k‘-l-l

B (#+1 +aB+C/ L
= 26%_2 —k+1 6%_1 (t2—|—1)k

e, portanto, temos de saber calcular
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§4.4 Primitivas de fungdes racionais

Para isso temos

1 241 - 2
Ik:/ﬁdt: it / _ _/tikdt
(t2+1) (t2 + (t2 + (t2+1)
1 5 _
:Ik_1—§/2t(t +1) tdt
_ GERV , (41" »
TRl —k+1 —k+1
_g b1 t _
S e Tk g ) (t2+1)k1
= In_1+ 1 t -+
T R 2—21<:
3 -2k 1 t

I
2ok 1T o2 (2 + 1)1

o que d4 uma férmula por recorréncia para calcular primitivas do tipo
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§4.4 Primitivas de fungdes racionais

Primitivagao de funcoes racionais — resumo

Para primitivarmos uma fung¢ao racional

zeros (reais ou complexos) comuns, devemos fazer o seguinte:

1)

P(x)
Q(x)’

com P e () polinébmios sem

se o grau de P é maior ou igual do que o grau de @), fazemos a divisao de

28

o) ¢ igual a soma de um polinémio com uma
x

funcgao racional em que o grau do numerador é menor do que o grau do
denominador;

P por Q). Deste modo

factorizar Q(z) como o produto de factores da forma
z—a ou (x—a)’+p?

agrupando os factores repetidos de modo que fiquemos com factores
diferentes da forma

(x—a)" ou [(I —a)® + 52} "

com n,m € IN;
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§4.4 Primitivas de fungdes racionais

Primitivacao de fungbes racionais — resumo (continuagao)

3) decompor a fungao racional (a que obtivemos na divisao ou a inical, caso
nao tenha sido necessario fazer a divisdo) numa soma de parcelas da forma

Al A2 e An—l + An
(z—a)*  (z—a)"! (z—a)®  (z—a)

por cada factor

(r—a)", neN
que aparece na factorizagdo de Q(x), e da forma

Biz + C1 Bax 4 Cs R Byn1z+ Cma Bnzxz + Cn
[(z —a)2 4+ 82" [(x —a)2 4+ 82" " [(z—a)2+p2?  (z—a)?+p%

por cada factor

[(x—a)2+62]m, m €N

que aparece na factorizagdo de Q(x) e onde cada Ay, cada By e cada Cy, é
um nuamero real;

4) primitivar cada uma das parcelas obtidas na decomposicao.
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§4.4 Primitivas de fungdes racionais

Exemplo de primitivacdo de uma funcao racional

Calculemos a primitiva
3z® + 3z* + 62° + 622 + = + 2
/ 22 (x2 + 1)2
Pelo que vimos anteriormente temos de fazer a seguinte decomposicao
3z° +32* +62° +62°+x+2 A B  Czx+D | Ex+F
22(22 + 1)2 T 22z (2412 #2241

dx.

Assim, temos
A(x®+1)® + Be(z® +1)° + (Cx + D)2* + (Ex + F)2* (2> + 1)
= 32" + 32" +62° + 627+ +2
donde
A(z* +22° +1) + B(2® + 22° + 2) + C2® + Dz + E(z° + 2®) + F(a* + 2°)
= 32° 4 32" +62° + 62° +x + 2
e, portanto,
(B+E)2’ 4+ (A+F)z* + 2B+ C+E)z* + 2A+ D+ F)z> + Bz + A
= 32° 4 32" + 62° 4+ 62° + x + 2.
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§4.4 Primitivas de fungdes racionais

Exemplo de primitivagdo de uma fungao racional (continuagao)

Assim, de

(B+E)2’+(A+F)z*+(2B+C+E)2’ + 2A+ D+ F)z> + Bz + A
= 32° + 3z + 62° + 627 + 2 + 2

resulta
(B+E=3 (E=2
A+F =3 F=1
2B+ C+E=6 @<C:2
2A+D+F =6 =1
B=1 =1
(A =2 (A =2
pelo que
3x5+3x4+6x3+6x2+x—|—2_3+1 2c+1 | 2z+1
x2(x2 4+ 1)2 2z (2241)2 2241
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§4.4 Primitivas de fungdes racionais

Exemplo de primitivacgdo de uma fungao racional (continuagao)

Deste modo

3x° + 3z + 62> + 62° + = + 2
22(22 + 1)2
__/‘2 1 2x+1 2z 41

dx

:c2+_+ 1)2+:c2—|—1d

=2 —2 2 1
/ dx+/ dw—i—/x(x—l—)d—i—/(Q 1)2
d d
+/x2—|—1 x+/a:2—|—1 *

—il 72 —1
_2_1 + In|z| 4+ +/(:1;2—|—1)2 dx + In|z” + 1| + arctgz

2
:———|—1n|x| /( Ca dx+1n|a; + 1| + arctg z.

/md:ﬁ.

Falta calcular
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§4.4 Primitivas de fungdes racionais

Exemplo de primitivagdo de uma funcao racional (continuacao)

2 1 — 2
/%dm:/fw_gdx
(2 +1) (2 4+ 1)
/ 2 +1 d / x2 J
— — dr— | ———dx
(22 + 1)° (22 + 1)°
1 1 _
:/$2+1dx—§/2x(x2—|—1) 2xd:1:

_ 1 -(x2—|—1)_1 (a;’z—l—l)_1
= arctg:c—§ _—1:(:—/_—1 1dz

{ Ll__=2 +/ L 4
= arc — = |- x
A I EE R R |

1 73 1

= arctgx+§ 21 —§arctgaz—|—c
s U

= —arctgr + = c
R |
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§4.4 Primitivas de fungdes racionais

Exemplo de primitivagdo de uma fungao racional (continuacao)

Tendo em conta que
/ L = —mwiga b= — 0
—— ~dr = —arctgx + — c
(22 + 1)? 2 < 2 22+1 7
tem-se
/3x5—|—3x4+6x3+6x2—|—az—|—2
dx
22(22 + 1)2
2 1 2
=g tilel g+ | G de ket + Ul varctgo
2+1|| ! +1 t +1 L 2?4+ 1| +arctgz +c
- —— nlzl — —arctgx ~ n,|xr
z 2241 2T e g
2—|—l|| ! —i—l ° +ln]x2—|—1|—i—3arct x+c
=——+h|z|- —5—+3 =
x z2+1 2 z2+1 2 &
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§4.4 Primitivas de fungdes racionais

Exemplo de primitiva¢ao de uma fungao racional (continuagao)

1
(% +1)

dt, temos

Fazendo a substituicao x = tgt, podemos calcular / 5 dz de outro

modo. Assim, tendo em conta que dr = 27
COS

/ 1 d _/ 1 1 dt—/ 1 1 e
(2 4+1)2 e (tg?t+1)2cos2t ) (1/cos?t)? cos?t
2 1 1 1
- /cosztdt:/%dt:zlzcos(zt)dt+§/1dt

1 (2t)—|— t n sent cost n t n
= —sen —4+c=——+—+c¢
4 2 2 2
sen(arctg x) cos(arctg x arctegx
_ sen(arctga) cos(arctgz)  arctgr

2 2

L 2 Ll octers
= — ———— — arc €T C
9 2+ 1 g e
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e Célculo integral em R
@ Integral de Riemann: definicdo, propriedades e exemplos
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§5.1 Integral de Riemann: definicao, propriedades e exemplos

Seja [a,b] um intervalo de R com mais do que um ponto, ou seja, a < b.
Chama-se particao de [a,b] a todo o subconjunto

P={xp,x1,...,2p—1,2n}

com
a=x9g< 1< ...<Tp_1 <xpn=n>.
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§5.1 Integral de Riemann: definicao, propriedades e exemplos

Seja
f:la, b > R

uma funcao limitada. Para cada particao
P = {:U(), Llyenn ,xn_l,xn}
de [a, b], usa-se a notagao

m; = m;(f, P) =inf{f(x):x € [z;_1, 2]}

M; = M;(f, P) =sup{f(z) : v € [vi—1,7]},
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§5.1 Integral de Riemann: definicao, propriedades e exemplos

Designa-se por soma inferior da funcao f relativa a particao P ao
nimero

s(f,P) = Zmi(f, P)(x; —xi—1) .
i=1

Do mesmo modo, chamamos soma superior da funcao f relativa a
particao P ao niimero

n

S(f,P) =) Mi(f,P)(xi—xi1).

1=1
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§5.1 Integral de Riemann: definicao, propriedades e exemplos

Y
my - - - - - - - - Y
ms — — — — — — — — —
mo=mygy=mg | — — — — — — L | | N _ —
me — — — — — — _—
ms — — — — — —
mi] - — —

a r1 2 r3 T4 x5 xe x7 b
I I
X0 s

Interpretagao geométrica das somas inferiores
de uma funcao f: [a,b] = R
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§5.1 Integral de Riemann: definicao, propriedades e exemplos

a r1 2 r3 T4 x5 Te x7 b
I I
X0 s

Interpretacao geométrica das somas superiores
de uma funcao f: [a,b] = R
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§5.1 Integral de Riemann: definicao, propriedades e exemplos

Exemplos de somas superiores e de somas inferiores

a) Consideremos a fungao f : [a,b] — R a funcao definida por f(x) = ¢,
c € R. Dada uma particao P = {z¢,x1,...,Tn—1, s} de [a,b], temos

m;(f, P) =c e M;(f,P)=c

e, portanto,

S(f, P) = Zmz(f, P) (ZEz — ZL’i_1> = ZC(ZILL — .fL'i_l)
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§5.1 Integral de Riemann: definicao, propriedades e exemplos

Exemplos de somas superiores e de somas inferiores (continuagao)
b) Seja f:]0,1] — R a fungdo definida por

0 sexe[0,1]NQ,
f(x){l sex €[0,1]N(R\Q).

Dada uma particao P de [0, 1], atendendo a que
mi(f,P):O € Mi(f,P):l,

temos que

s(f,P)=0 e  S(f,P)=1.
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§5.1 Integral de Riemann: definicao, propriedades e exemplos

Uma fungao f : [a,b] — R diz-se integravel & Riemann em |[a,b] se e
sO se existir um e um s6 numero A tal que

s(f, P) < A< S(f,P) para qualquer particao P de |a,b].

O tnico nimero A que verifica a desigualdade anterior designa-se por
integral de Riemann de f em [a, b] e representa-se por

/abf(a:)da:
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§5.1 Integral de Riemann: definicao, propriedades e exemplos

Exemplos do integral de Riemann

a) Consideremos novamente a funcéo f : [a,b] — R definida por
f(x) = c. J& vimos que para qualquer partigao P de [a,b] tem-se

s(f, P) =c(b—a)=5(f,P).

Assim,

s(f,P) <c(b—a) < S(f,P) para qualquer particao P de [a, b]

c(b—a)

é 0 tinico nuimero real que verifica as estas desigualdades. Logo f é
integravel & Riemann em [a, b] e

/f dx = c(b— a).
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§5.1 Integral de Riemann: definicao, propriedades e exemplos

Exemplos do integral de Riemann (continuacao)

b) Ja vimos que para a fungao f : [0,1] — R, definida por

f(x):{O se x € [0,1] N Q,

1 sexel0,1]Nn(R\Q),

se tem

s(f,P)=0 e S(f,P)=1

qualquer que seja a particao P de [0,1]. Portanto, se A € [0, 1]
tem-se

0=s(f,P)<A<S(f,P)=1

para qualquer particdo P de [0, 1], o que mostra que f nao é
integravel a Riemann em |0, 1].
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§5.1 Integral de Riemann: definicao, propriedades e exemplos

Propriedades dos integrais

Sejam a e b nimeros reais tais que a < b.
a) Se
f,9:[a,0] = R

sao fungbes integraveis em |[a, b], entdo f + g é integravel em [a,b] e
[1@) +s@l o= [ @) [ )i
b) Se A é um ntmero real e
f:la, 0] = R

é uma funcao integravel em [a, b], entdo A f é integravel em [a,b] e

/abAf(x)dm:A/abf(ac)dx.
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§5.1 Integral de Riemann: definicao, propriedades e exemplos

Propriedades dos integrais (continuagao)

c) Se a, b e ¢ sdo nimeros reais tais que a < c < be
f:la, b = R

uma fun¢ao limitada entdo f é integravel em [a, b] se e s6 se f é integravel

em [a, c|] e em [c,b]. Além disso,
/f dx—/f dx+/f

frg:la,b] = R

sao duas fungoes integraveis em [a, b] tais que

d) Se

f(x) < g(x) para cada x € [a, b],

[ rwyae< [ gwyaa

entao
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§5.1 Integral de Riemann: definicao, propriedades e exemplos

Propriedades dos integrais (continuagao)

e) Seja
f:la, 0] > R

uma funcado integravel. Entao |f| é integravel em [a,b] e

< [ 17(e)

f) Toda a funcao continua f : [a,b] — R é integravel em [a, b].

x)dx

g) Toda a fungdo mondétona f : [a,b] — R é integravel em [a, b).

373 / 451
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e Célculo integral em R

@ Teorema Fundamental do Céalculo
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§5.2 Teorema Fundamental do Calculo

No que se segue vamos fazer as seguintes convencgoes

/aaf(a:)d:c:O

/baf(q;)da: = —/abf(a;)dx.
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§5.2 Teorema Fundamental do Célculo

Teorema Fundamental do Calculo

Sejam a,b € R tais que a < b e
f:la,b) > R
uma funcgao integravel. Entao a funcao
F:la,b) > R

definida por i
Fa)= [ 1@®d

é continua em [a,b]. Além disso, se f é continua num ponto ¢ € [a, b],
entao F' é diferenciavel em c e
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§5.2 Teorema Fundamental do Calculo

Corolario do Teorema Fundamental do Calculo

Se a e b sao nimeros reais tais que a < b e
fila,b] = R

¢ uma funcao continua, entao f é primitivavel. Além disso, se
F :la,b] - R

¢ uma primitiva de f, entao

/ab f(z) dx = F(b) — F(a).

Esta tultima igualdade designa-se por formula de Barrow.
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§5.2 Teorema Fundamental do Célculo

A férmula de Barrow costuma usar-se a seguinte notacgao

Vejamos que a férmula de Barrow ¢ valida em condigoes mais gerais:

Formula de Barrow

Sejam a e b nimeros reais tais que a < b e
f:]a,b] = R

uma funcao integravel a Riemann em |[a, b] e primitivavel em |[a, b)].
Entao, representando por F' uma primitiva de f, tem-se

b

b
/a f@yde=[F@)] =F(b) - F(a).

a
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§5.2 Teorema Fundamental do Calculo

a) Calculemos
1
/ 2% dx.
0

Pelo que vimos anteriormente, para calcularmos o integral dado,
basta termos uma primitiva da funcao

f(z) = 2%
Como uma primitiva de f é a funcao dada por
3
x
Fx)=—
(x) 3 Y

temos
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§5.2 Teorema Fundamental do Célculo

Exemplos (continuagao)

/2
b) Calculemos agora / sen z dx. Entao
0

/2
/ senzdr = [—cosa:]g/2
0

= —cosg — (—cos0)

=0 (-1)

¢) Obviamente também se tem

/2
/ cosxrdr = [Senx]g/z
0

T
= sen = — sen0
sen2 Sen
=1-0
= 1.
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§5.2 Teorema Fundamental do Calculo

Exemplos (continuagao)

d) 2 1 2
/—3da::/ r 3 dr
1 1
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§5.2 Teorema Fundamental do Célculo

Exemplos (continuagao)

e) V3 1 1 rv3 1 p
/0 4 — 2 _5/0 V1—122/4 !

1/\/5 L dx

2Jo 1—(z/2)?

_ (V312 0
o V1-(z/2)?

a:]\/g

= [ arcsen —

0

V3 0
= arcsen 7 — arc sen 5

T 0T

3 3
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§5.2 Teorema Fundamental do Calculo

Exemplos (continuagao)

f) %xQ d—lf% 22 d—ll% 22 J
/0 A+a28 " T 4y 14454 T 1)y 1+ @322

3
12 (V2 322/2 1 8172
= dr = 6 arctg —

43J0 1+ (23/2)2 2 |,

1 [
= — |arctg

—arctg —

2 2

SR
6

= — [arctg 1 — arctg 0]

T T
(Z‘O)—éz

= =
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e Célculo integral em R
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§5.3 Integracao por partes e integracao por substituicao

Integracao por partes

Sejam a e b niimeros reais tais a < b e
f,9:[a,;b] = R

fungoes diferenciaveis com derivadas integraveis. Entao

/ab f'(x)g(x)dx = [f(:c)g(a:) }Z _ /ab gl () i
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§5.3 Integracao por partes e integracao por substituicao

Exemplos de integracao por partes

e
a) Calculemos / In x dz. Entao

1
/ Inzdr = 1. lnxdx
1

e €
= [mlnx}l—/ z. (Inz) dx
1
¢ 1
:e.lne—l.lnl—/ x.—dx
1 x
€
=e—0— [ ldx
1
:e—[xL
=e—(e—1)
= 1.
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§5.3 Integracao por partes e integracao por substituicao

Exemplos de integracdo por partes (continuagao)

b us 0
) /a:cosa:dx:/ (cosz) xdx
0 0
= [(sen:c):cr—/ (senz) z' dx
0 0

= (sen7) m — (sen0) 0—/ sen « dx
0

7T
= / —senx dx
0

T
= [COSZC}
0

= cosm — cos(

= =1=1==7
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§5.3 Integracao por partes e integracao por substituicao

Exemplos de integracdo por partes (continuagao)

c) 22 2 )
/xexd:c:/exxda:
0 0

= [ex :1:2}2 —/02633 (%) dx

2
— 2 22—6002—2/ e’ rdx
0
2

2
:462—2([exac] —/ e? ac’da:)
0 0
2
:462—2(622—600—/ exda:>
0

= Z[exr :2<e2—e0) =2e? -2
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§5.3 Integracao por partes e integracao por substituicao

Exemplos de integragdo por partes (continuacao)

/2
d) Calculemos / cosx e’ dx:
0

/2 /2 /2
/

/ cosz e” dz = [senx ex}o —/ senz (%) dx

0 0
/2

s
= sen o e™? —sen0 eo—/ senx e’ dx

0

- /2
— ™2 — [ —cosx eﬂom —/ —cosx (e¥) daz]
0

- /2
= = —cosz e™/2 (—cosO eo)} —/ cosz e® dx
: 0

/2
— ™2 —/ cosz e* dux.
0
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§5.3 Integracao por partes e integracao por substituicao

Exemplos de integracdo por partes (continuagao)

d) (continuagao) Acabamos de ver que

/2 5 /2
/ cosz e® do = e™? -1 — / cosx e dux,
0 0

e, portanto,

/2
2/ cosx e” dx:e”/z—l,
0

o que implica

/2 T/2 _1
/ cosz ¥ dxr = e—-
0 2
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§5.3 Integracao por partes e integracao por substituicao

Integracao por substituicao

Sejam a, b, c e d nimeros reais tais que a < b e c < d,
fila,b] = R

uma funcao continua e

g:le,d] = R
uma funcao diferencidvel com derivada integravel e tal que
9([c, d]) € [a,b].

Entao

Anténio Bento (UBI) Calculo I 2009/2010 392 / 451



§5.3 Integracao por partes e integracao por substituicao

Exemplos de integracao por substituicao

4
a) Calculemos / dx fazendo a substitui¢ao ¢t = \/z. Entao
0

1
1+
z = t2, pelo que dx = 2t dt.

Além disso, quando x = 0 temos t = 0 e quando x = 4 vem ¢t = 2. Assim,
4 2 2
1 1 t
/ dx:/ —tht:Q/ g
0 1++x o 1+1 o 1+1
2 2
1+t-1 1 1
:2/ ;dt:2/ S
o L1+t o 14+t 141

=2 ([ e~ [ a) =2 (12~ i+ )

=2(2-0—(In3—1In1)) =4—2In3.

Anténio Bento (UBI) Ciélculo I 2009/2010 393 / 451

§5.3 Integracao por partes e integracao por substituicao

Exemplos de integracdao por substituicao (continuagao)

b) Calculemos dz. Para isso fazemos a substituicao

6
/1 vor+3
t=+vz+3,

isto é,
r=t>-3

e, portanto,
/
dz = (t2 _ 3) dt = 2t dt.

Além disso,
quando r =1 vem t = 2

quando x = 6 temos t = 3.
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§5.3 Integracao por partes e integracao por substituicao

Exemplos de integragao por substitui¢ado (continuagao)

b) (continuacgao) Assim,

6 3¢2 -3
d:c:/ o dt
/1 v+ 3 2 t
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§5.3 Integracao por partes e integracao por substituicao

Exemplos de integragao por substitui¢ado (continuagao)

L
c) Para calcularmos / dz fazemos a substituicao
o er—+1
e’ =1,
o que implica
77 — [l
e, portanto,
1
dr = —dt.
t

Além disso,

quando z =0 temos t = 1 e quando x = 1 vem t = e.

L | e 1 1 e 1
/ dr = 7—dt:/ dt
o e¥+1 1 t+1t 1 t(t—|—1)

Assim,
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§5.3 Integracao por partes e integracao por substituicao

Exemplos de integragao por substitui¢ao (continuagao)

c¢) (continuagao) Para calcularmos

e 1
——_dt
lAt@+1)

temos de determinar os nimeros A e B tais que

1 A B

tt+1) t+t+r

Entao
A(t+1)+ Bt =1,

pelo que quando ¢t = 0 temos A =1 e quandot = —1 vem B = —1

e, por conseguinte,
1 1 1

tt+1) t t+1
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§5.3 Integracao por partes e integracao por substituicao

Exemplos de integragao por substitui¢ao (continuagao)

c¢) (continuagao) Assim,

L | . 1
/ dr = ——dt
o e¥+1 1 t(t + 1)

°1 1
— [ e-
1t t+1
(3
= [Inft| —n|1+4 |
1
=Ilne—In(e+1) — (In1 —1n2)

e+1
= 1—ln——.
1y
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§5.3 Integracao por partes e integracao por substituicao

Exemplos de integragao por substitui¢ao (continuagao)

1
1
d) Calculemos / ———+5 dz. Para isso usamos a substitui¢ao
—1 (1 +22)?
Y / 1
T = tgt, o que implica dr = (tgt) dt = —=dt.
cos“t
Obviamente, atendendo a que t = arctgz,
T
quando z = —1 tem-se t = arctg(—1) = — 7
e
quando z = 1 vem ¢t = arctg(l) = T
Repare-se que
(14+2%)% =(1+tg’t)* = Ly -
cos? t costt’
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Exemplos de integragao por substitui¢ao (continuagao)

d) (continuacao) Assim,

/_1 (1 + x2)? v /_W/4 1/cos*t cos?t /_W/4COS

/4 cos(2t) + 1 1 [/
:/ Mdt:§/ cos(2t) + 1 dt

en 2 /4

i

_ % (sen(;r/?) .\ % - (sen(;W/Z) B %»
( _
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e Célculo integral em R

@ Aplicagbes do céalculo integral

Anténio Bento (UBI) Célculo I 2009/2010 401 / 451

§5.4 Aplicacgoes do calculo integral

Nesta seccao veremos como aplicar o calculo integral para

e calcular a area de regioes planas;
e calcular o comprimento de curvas planas;

e calcular a area de superficie e o volume de um sélido de revolucao.
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§5.4 Aplicacgoes do calculo integral

Seja f: [a,b] = R uma fungao integravel tal que f(z) > 0 para
qualquer z € [a, b).

Y
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§5.4 Aplicacgoes do calculo integral

Seja f: [a,b] = R uma fungao integravel tal que f(z) < 0 para
qualquer z € [a,b].
Y

A:—/abf(:c)dx
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§5.4 Aplicacgoes do calculo integral

Seja f: [a,b] — R uma funcao integravel tal que existe ¢ €|a, b tal que
f(x) > 0 para qualquer x € [a,c] e f(x) < 0 para qualquer x € [c, D].
Y

g -
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§5.4 Aplicacgoes do calculo integral

Sejam f,g: [a,b] — R uma fungbes integraveis tal que f(x) > g(z) para
qualquer z € [a, b).

Y
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§5.4 Aplicacgoes do calculo integral

Sejam f,g: [a,b] — R fungdes integraveis tal que existe ¢ €]a, b| tal que
f(x) > g(z) para qualquer x € |a,c] e f(x) < g(z) para qualquer
x € [c,b].

Y

f(x)
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§5.4 Aplicacgoes do calculo integral
Exemplos do calculo da area de figuras planas

a) Calculemos a area da regido plana limitada pelas rectas de equagao
Y=, y=2—-x e x = 0.

Como nenhuma destas rectas é paralela as outras duas, a regiao plana de
que queremos calcular a area é um triangulo. Calculemos os vértices desse
triangulo. Para isso temos de resolver os seguintes sistemas:

Y= b — g8 = 48 = I8 r=1
= = =
W =4 — a8 y=1
y=z _ Jy=0
z=0 x=0
:2— =
y z L Jy=2
x=0 z=0

Assim, a regiao plana de que queremos calcular a area é o triangulo de
vértices (1, 1), (0,0) e (0,2).
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§5.4 Aplicacgoes do calculo integral

Exemplos do célculo da area de figuras planas

a) (continuagao) Facamos a representacdo geométrica da regido e
calculemos a sua area.

Assim, a area do triangulo é
y

y—= 1
\2 A:/ 2 —x—xdx
0
1
:/ 2 —2zxdx
0
1 [ 1
_ .2
} _[2:1: x}o
| y=2-c =2.1-12—(2.0-0%
|
1 x = 1.
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§5.4 Aplicacgoes do calculo integral

Exemplos do célculo da area de figuras planas (continuagao)

b) Calculemos a area da regido plana limitada pela recta de equagao
Y=+ 2

e pela parabola de equagao
y = x>

Comecemos por calcular os pontos de interseccao das duas curvas:
y=1x+2 x2=x+2 2 —rx—-2=0
9 =% ~
y=zx I —

1++/1+8 1+3
+®x27®x22\/x:—1,

Como

-1 —-2=0&1=

os pontos de interseccao sao (2,4) e (—1,1).
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§5.4 Aplicacgoes do calculo integral

Exemplos do calculo da area de figuras planas

b) (continuacao) Representemos geometricamente a regiao do plano de que
queremos calcular a area.

Assim, a area é

2
A:/ x4+ 2—2%dr
-1

$2 .T3j|2
= _ 2 -
[2+ YT —1

2009/2010 411 / 451

e Y = =28 9 &

A regiao do plano de que queremos calcular a area é um triangulo pois é
limitada por trés rectas. Calculemos os seus vértices.

y =2 x/2 =2 x =4z —3z =0 x =0
= = = =
y=12/2 — — y=0
Yy =2z — 0 = o = ip —oi = — z=1
- = =
y=—-x+3 — — y=2

y=2x/2 —z+3=2x/2 —2r+6==x —3x = -6 x =2
= = = =
y=—-z+3 — — — y=1

Assim, os vértices do tridngulo sdo (0,0), (1,2) e (2,1).
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§5.4 Aplicacgoes do calculo integral

Exemplos do célculo da area de figuras planas (continuagao)

c) (continuacao) Representemos geometricamente o tridngulo e calculemos a

sua area.
! X 2 xr
A:/ 2:1:——da:—|—/ —x+3——=dz
0 2 1 2
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§5.4 Aplicagoes do calculo integral

Exemplos do cédlculo da éarea de figuras planas (continuagao)

d) Calculemos a drea de um circulo de raio r. Por uma questao de simplicidade
vamos considerar o centro do circulo a origem. Obviamente, basta calcular a
area da parte do circulo que esta no primeira quadrante e multiplicar esse valor
por quatro. Para isso temos encontrar a equacao da curva que limita
superiormente a zona sombreada da figura. Da equacao da circunferéncia temos

22 by =12 ey =12 g
i & y==x\r?2 22

e, portanto, a curva que limita superior-
mente a zona sombreada é

_ 2 2
o U= T — @

Assim, a area do circulo de raio r é dada

por
A:4/ r2 — x2dzx.
0
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§5.4 Aplicacgoes do calculo integral

Exemplos do célculo da &area de figuras planas (continuagao)

d) (continuacao) Para calcularmos A = 4 / V1?2 — z? dr temos de fazer a
0

substituicao
r=rsent

e, portanto,
dx = (rsent) dt = rcostdt.

Além disso, como

x
t = arcsen —
r

resulta que

quando z = 0 temos t = arcsen(0 = 0

s
quando x = r temos t = arcsen1 = 5
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d) (continuagdo) Assim,

P /2
A= 4/ \/rQ—xde:AL/ \/TQ—(rsent)zrcostdt
0 0

/2 /2
:47"/ \/r2(1—sen2t) costdt:4r/ rcost costdt
0 0

/2 /2
92%) + 1
_ 42 / cos? t dt = 4r? / )+ 1
0 0 2

2 /2
sen2( t) N t]

/2
= 2r? / cos(2t) + 1dt = 2r° [
O 0

2
= Tr .
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§5.4 Aplicacgoes do calculo integral

Seja f: [a,b] = R uma fungdo com derivada continua.
y

y = f(x)

o — — — — —
- - - — — — —
8

O comprimento do grafico de f é dado por

Kzfab\/1+[f’(:v)]2dx.
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§5.4 Aplicagoes do calculo integral

Exemplos do calculo do comprimento de curvas planas

a) Calculemos o perimetro de uma circunferéncia de raio r. Para isso
consideremos como centro da circunferéncia a origem. Obviamente
basta considerar a parte da circunferéncia situada no primeiro
quadrante.
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§5.4 Aplicacgoes do calculo integral

Exemplos do cédlculo do comprimento de curvas planas (continuagao)

a) (continuagio) Da equagdo da circunferéncia z? + y? = r?

y = +vr2 — 22. Como

, resulta

temos

2 r 5132
6—4/ 1+ ) dr = / Iy — 5 d
—.’)3 0 r<—x

— 2 4 g2 " 1
=4 dr =4 —d
/\/ 2 _ 52 15 r ; o x

dx = 4r [arc sen E}

0o /1—(z/r)?

= 4r (arcsen 1 — arcsen0) = 4r (5 — 0) = 277
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b) Calculemos o comprimento da curva y = 23/ entre x =0 e z = 1. Como

! 3 3
(#72) =512 =3V5

temos

¢ = /1 \/1+(3\/E/2)2dx:/01\/mdx

1
- é/12(1+9x/4)1/2 = 4| L9247
9/, 4 9

3/2
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§5.4 Aplicacgoes do calculo integral

Seja f: [a,b] = R uma fungdo continua.

Y y = f(x)

O volume do sélido de revolugcao que se obtém rodando o gréafico de f
em torno do eixo dos zx é dado por

V:w/ab[f(x)]Q dz |
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§5.4 Aplicacgoes do calculo integral

Se f: [a,b] — R é uma funcdo néo negativa e com derivada continua,
entao a area de superficie do sélido de revolugao que se obtém rodando
o grafico de f em torno do eixo dos xzx é dada por

Ag = 27T/abf(az)\/1+ [f'(2)]? da |
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§5.4 Aplicagoes do calculo integral

Volume e area de superficie de um sélido de revolugao

a) Calculemos o volume e a area de superficie de uma esfera de raio r. Como
habitualmente vamos centrar a esfera na origem. Uma esfera de raio r
centrada na origem obtém-se rodando em torno do eixo dos xx uma
semicircunferéncia de centro na origem e de raio r.

Y
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§5.4 Aplicagoes do calculo integral

Volume e area de superficie de um sélido de revolugao (continuagao)

a) (continuacao) J& sabemos que temos de a equagao da semicircunferéncia é
y = v/r2 — 22, donde o volume da esfera de raio r é igual a

vﬂ/_’;(m)gdx

elg]
- (7"3 — g = <r2<—r) = (_;")3»
= (27«3 _ 2%)
= 2ol
3
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§5.4 Aplicacgoes do calculo integral

Volume e area de superficie de um sélido de revolugao (continuacao)

a) (continuacao) Quanto a area da superficie esférica, atendendo a que

/
Hh
( ’]"2—_]}2) = -

temos

T 2
_ 2 2 _ L
A5—27T/_T r J:\/l—l—( m) dx
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Volume e area de superficie de um sélido de revolugao (continuagao)

b) Calculemos o volume e a area de superficie de um cone de altura h e raio
da base r. Para obtermos este cone basta pormos a rodar em torno do
eixo dos xx o segmento de recta que une os pontos (0,0) e (h,r):

Y

/’" 77777777777

. r
E 6bvio que a equacao do segmento é y = Eaz com z € [0, h]
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§5.4 Aplicacgoes do calculo integral

Volume e area de superficie de um sélido de revolugao (continuagao)

b) (continuacao) O volume é do cone é

V=7T/Oh<%$)2d$
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b) (continuacao) A area de superficie do cone é

h
r T 2nr
As—27r/0 %x\/l—F[(ﬁx) dm-—/ :1:\/1—|—
2 2 z
_ WT/%‘/l-l—ﬁdCE— 7rr/ /h —i—r

9 h
- QW\/hQ—M?/ il = QW\/h2 [%]

0

2 h2 2
— 2y (——O—) = 7ry/ h? +r?

2 2
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@ Integrais improprios
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§5.5 Integrais improéprios

Na definicao do integral de Riemann de uma funcao
f:la,b] = R
exigimos que o intervalo
[a, b] fosse fechado e limitado

e que a funcao
f fosse limitada.

429 / 451
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§5.5 Integrais impréprios

Suponha-se, no entanto, que

i) f esta definida em [a, +00[ e existe / f(x) dx para cada u € [a,+o0[; ou

b
i1) f estd definida em | — oo, b] e existe / f(z) dz para cada t €] — o0, b]; ou
t

ainda
ii1) f estd definida em | — 0o, 400 e existe / f(x) dx para cada t,u € R.
¢

Nestas condigoes, temos, para cada uma das trés situacoes consideradas, as
seguintes defini¢oes

i) /;roof(x)d@“: lim /auf(as)da:

u——+00
b b
i7) f(x)dx = lim / f(x)dz
—00 t
+oo

t——oo

ii1) /_Oo f(x)dx = lim /tcf(x)dx—i— lim /cuf(x)daz

t——oo u——+00
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§5.5 Integrais improéprios

Dizemos que os integrais

/GJFOO f(x) dz, /_boo f(x)dz ¢ /+OO f(x)dz

existem ou que sdo convergentes quando existirem (finitos) os
limites indicados; se o limites nao existirem dizemos que o respectivo
integral ¢ divergente.

Os integrais considerados designam-se por integrais improéprios de
primeira espécie.

Na defini¢ao iii) ndo ha dependéncia do ponto ¢ escolhido. Na pratica
pode-se fazer

+00 U
N f(x)dx = ugriloo t f(x)dz.
t——00
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§5.5 Integrais impréprios

Exemplos de integrais improprios de primeira espécie

+o0
a) Calculemos / e ¥ dx:
0

—+00 u
/ e ¥ dr = lim e * dx
0

Uu——+00 0

U
= lim [ —e 7 }
u——+00 0

= Sl

= lim 1—e
U——+00

= |l =z =

=1-0
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§5.5 Integrais improéprios

Exemplos de integrais improéprios de primeira espécie (continuagao)

+o00
a) (continuagao) Assim, o integral / e”* dx é convergente. O valor
0

deste integral pode ser interpretado como sendo a area da regiao
sombreada da figura seguinte.

y=e* Y
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§5.5 Integrais impréprios

Exemplos de integrais improéprios de primeira espécie (continuacao)

+oo
b) Estudemos a natureza do integral / — dx, ou seja, determinemos se
1

o integral é convergente ou divergente. Comecemos por supor « # 1.
Entao

se x> 1
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§5.5 Integrais improéprios

Exemplos de integrais improprios de primeira espécie (continuacao)

b) (continuacao) Se o = 1, entdo

= I 1 —1In|1
im_(In fu| — In [1]

u—
= In(+00) — 0
g —|—OO
+oo 1
Assim, o integral / — dx é convergente apenas quando « > 1. Neste
1 X

exemplo também podemos interpretar o integral como uma area.
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§5.5 Integrais impréprios

Exemplos de integrais improprios de primeira espécie (continuacao)

+00 1
c) Calculemos / —— dux:
oo 1422

L li Ly
/_oo L 2 x_u—1>r-ir—loo/t T2

t——o0

u
= lim [ arctgx ]
U—+00 t

= ugrfm (arctgu — arctgt)
t——00
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§5.5 Integrais improéprios

Exemplos de integrais improéprios de primeira espécie (continuagao)

c¢) (continuagao) A igualdade

+00 1
/ I S
oo 1+ 22

significa que a area da regiao sombreada na figura seguinte é .

)

y:1+x2
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§5.5 Integrais impréprios

Critério de comparacao

Sejam f, g: [a, +oo[— R duas fungdes tais que existe ¢ € [a, +00[ tal que

0 < f(x) < g(z) para qualquer = > c.

Entao
i) se
+oo
/ g(z) dx é convergente,
a
entao
+oo
/ f(x) dr também é convergente;
a
i) se
+oo
/ f(x)dz é divergente,
a
entao

+oo
/ g(z) dxr também é divergente.
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a) Consideremos o integral improprio
+o00 1
———dx.
1 V1+a3

Atendendo a que
1 1 1

0< < =
S Vite Vo o

para qualquer z > 1 e que

+o00 1
——= dx é convergente,
)2
1

pelo critério de comparacgao, alinea i), o integral
“+oo

1
1 V14 a3

dx também é convergente.
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§5.5 Integrais impréprios

Exemplos (continuacao)

b) Consideremos agora o integral impréprio
+o00 1
—dx.
1 V1422

Como

1 1

1

1
0< = = <
1tz Q42?2 V1+2z+a22

para qualquer x > 1 e usando o facto de que

+oo 1
/ dx é divergente,
1 ]. —|— X
pelo critério de comparacao, alinea i), o integral
—+o00

1
1 V14 x2

V1+ 22

dx também ¢é divergente.
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Exemplos (continuacao)

2009/2010

b) (continuacao) Vejamos que de facto o integral improprio

+oco 1
/ dx ¢é divergente.
1 1 +x

Para isso basta usarmos a definigao:

too v
/ dr = lim dx
1 1+=z u—too 1 14z

= lim [ln|1+x|]1;

u——+00

= lim [In|l4u|—1In|1+ 1|

U—>~+00
= +oo—1n2

= +o00.
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§5.5 Integrais impréprios

Observacao

Também existem critérios de comparacao para os integrais improéprios

da forma ,
| f@)ds

—+o0

f(x)dx.

— O
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Suponhamos agora que f estd definida em |[a, b] e que é integravel em
qualquer intervalo [a,u] com u € [a, b[. Nesta condi¢oes define-se

u—b—

/abf(a;)dx: lim /auf(:zz)d:r.

De forma anéaloga define-se

b b
/ f(x)dzr = lim / f(x)dz
a t—at Jy
quando f é estd definida em ]a, b] e f é integravel em qualquer intervalo [¢, b]
com t € la, b.

Quando f estd definida em [a, c[U]c, b] para algum c €]a, b e f é integravel
em [a,u] e [t,b] para quaisquer u € [a,c| e t €]c, b], define-se

b u b
/ fx)dz = lim [ f(z)de+ lim [ f(z)de.
a u—c= Jgq —sct ¢
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§5.5 Integrais impréprios

Nos trés casos considerados anteriormente o integral

/abf(a:)dx

designa-se por integral improéprio de segunda espécie. O integral
diz-se convergente se existem e sao finitos os limites indicados e
diz-se divergente quando tal nao se verifica.

Anténio Bento (UBI) Célculo I 2009/2010 445 / 451

§5.5 Integrais improéprios

Exemplos de integrais impréprios de segunda espécie

|
a) Calculemos / @—ae

B dx. Comecemos por supor que o # 1. Entao
x—a

b b
/ ———dr = lim (x —a) “dx

(x —a)~ t—at J,

= lim [ ) r

t—at —a+1 ‘
_ hm (b . a)—a+1 B (t - a)—a+1
t—at —a+1 —a+1
bh— l—«
(1#) se <1
= -«
+ oo se a>1
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§5.5 Integrais impréprios

Exemplos de integrais improprios de segunda espécie (continuagao)

a) (continuagao) Quando o = 1 temos

b b
1 1
/ dr = lim dx

5 = @ t—at J; T—a

= lim [ln(x—a)}:

t—a™t

= lim (In(b—a)—In(t —a))

= In(b —a) —In(0")
= In(b—a) — (—o0)

:—'—OO

Assim,

/ b 1 dr & convergente  se o < 1;
—dx ¢
o (x—a)” divergente se a > 1.
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§5.5 Integrais improéprios

Exemplos de integrais improprios de segunda espécie (continuagao)

b

b) Determinemos a natureza de / dz. Comecemos por fazer

a (b_x)oz
a # 1. Entao

b u
1
—  dr = lim — —(b—1)"%d
/a(b—x)o‘ e /a (b= =) do

(b— )t ]u
—a+1

= lim —
u—b— a

P (U EEIEVEES

u—sb= —a—+1 —a+1
bh— l—«
& se a < 1;
— 1l —«
+ 00 se v > 1
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§5.5 Integrais impréprios

Exemplos de integrais improprios de segunda espécie (continuagao)

b) (continuagao) Para o =1 vem

b u
1 ) 1
/Gb—a:dx_ulgg—_/a _b—a:dx

= ulig)l— — [ln(b—ﬂﬁ)]z
— ulif?— —(In(b —u) — In(b — a))

= — (In(0") — In(b — a))
= —(—o0o—In(b—a))

= —|—OQ
Portanto,

/ b 1 Qe convergente  se a < 1;
. (b—x)* divergente se a > 1.
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Observacao

Também existem critérios de comparacao para os integrais improéprios

de segunda espécie.
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§5.5 Integrais impréprios

Exercicios

400 5
a)/ xe " dx
0
0
1
d
2 /_ool+x2 :
) [
e ———dx
0 |z —1
2 senz
—d
g)/o 1 —coszx v

0
. T
i) /—ool+374dm

+o0 1
k
) /1 (1+ z?)arctgx

+oo
t
b) / arc g;s de
0 1‘|‘CU

1
d) / z1n?z dx
0
+o00 T
1
1
h) /0 z(1 —Inx) d

1
J) / e dx

d [ —d
v ) e zvVInx — 1 v

Calculo I
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