CONSTRUCOES GEOMETRICAS E TEORIA
DE DIMENSAO

CESAR SILVA

REsuUMO. Discute-se um método alternativo para obter a dimensao
de hausdorff de conjuntos. Introduz-se a pressao topolégica nao
aditiva no caso em que temos dinamica simbdlica e usa-se este con-
ceito bem como os expoentes de Lyapunov para transformacgoes nao
necessariamente diferencidveis para obter estimativas de dimensao
de conjuntos limite de construgoes geométricas.

1. DIMENSAO DE HAUSDORFF

Relembramos rapidamente o conceito de dimensao de Hausdorff. Dados
um subconjunto F' C R™ e nimeros s > 0 e 6 > 0 define-se o ntimero

H3(F) = inf (diam U)?,

onde Cs é o conjunto das coberturas finitas ou contaveis de F' por
conjuntos abertos de diametro no maximo 4. Atendendo a que toda a
cobertura-d de F' é uma cobertura-d; de F' para todo o §; > § conclui-se
que, para cada s, Hj(F') nao decresce a medida que § diminui. Fica
assim bem definido o niimero

H*(F) = lim inf (diam U)?,
d—0UECy
Ueu

que se designa por medida de Hausdorff s-dimensional de F'. A funcao
s +— H*(F) tem o seguinte comportamento: existe um ponto t para o
qual se verifica que H*(F) = +oose s <te H*(F)=0ses >t A
medida de Hausdorff t-dimensional de F' pode assumir qualquer valor
nao negativo. O ponto onde a funcao s — H*(F) “salta” de +oo
para 0 designa-se por dimensao de Hausdorff de F' e representa-se por
dimy F. Podemos portanto escrever

dimy F = inf{s : H*(F) = 0} = sup{s : H*(F) = +o0}.

Descreveremos de seguida uma construcao que conduz a mesma nogao
de dimensao de um modo alternativo. A nossa abordagem segue Douady
e Oesterlé [4].
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Dado um elipséide E com semieixos de comprimento a;(E) > -+ >
@y, (E) definimos, para cada 1 < d < m, o nimero

wi(E) = ar(E) -+ ajq) (E) (aja+1(F))

Dado um conjunto F' e niimeros 0 > 0 e 1 < d < m define-se o nimero

DUF) = nf > wa(E),
 Beu

d—|d]

onde Dy designa o conjunto das coberturas de F' por elipséides E tais

1 /. ~ N .
que wg(E)d < 4. Para cada d o nimero D¢(F) nio decresce & medida
que ¢ diminui. Fica assim bem definido o niimero

O teorema seguinte fornece um modo alternativo de determinar a di-
mensao de Hausdorff.

Teorema 1.1.
dimy F = inf{d : DYF) =0} = sup{d : D(F) = +oo} .

Demonstracao. Escrevemos d = dy + s, onde dy € N e s € [0,1).
Designemos por dimpp F' a dimensao obtida através da abordagem
de Douady e Oesterlé. E facil mostrar que obtemos a mesma nogao
de dimensao substituindo em H*(F') o conjunto Cs pelo conjunto Cjs
formado pelas coberturas de F' por bolas abertas de raio inferior ou
igual a 6. Com esta nova definicio temos que D¥(F) < H(F) para
cada d. De facto tem-se

DUF) = inf Y wy(E) < inf Y wy(E)

Uebs oo UECs pey
T 65 C Ds
= inf ) (diam E)* = H'(F),
UECs oy

uma vez que sendo E uma bola se tem

wa(E) = [ay(E) ... a1(E) - (a1(E))*]4

— —_—

dy parcelas
= ([QI(E)]CIOH)é = a)(F) = diam(E).

Assim dimDO F Z dlmH F.
Para estabelecer a outra desigualdade demonstraremos o seguinte lema.

Lema 1.2. Para todo 08 > 0 e todo o elipsdide E tal que (wq(E))a < &
temos HY 5(E) < Cqwq(E) onde A\g = /dy +1 e Cq = 2%(dy + 1)%.
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Demonstracdao. Seja E um elipsoide nas condicoes anteriores. Supon-

hamos que E tem equagdo Y .-, p < 1. Escreve-se d = dy + s e

definimos Ey = E NR%. Temos
1
sy 1
P = Ady+1 = (CLd0+1 <o Qdo+1 (ad0+1> )d

(a1 agy(agy1)*) = (wa(E))7 < 6.

Podemos assim inscrever Ey num paralelipipedo com volume

do
P = H[—ai, CL,L']
=1

e recobrir P por N cubos de lado 2p com

v=TI151+0

Como ﬁ = 7’ > 1 para i < dy temos que
0 a do a
S | CENEER )
-1 P im1 P

O elipsdide E estd assim contido em Ey x Bgyi(p) onde H' = R,
Podemos entao cobrir F' por N conjuntos da forma K x Bpyi(p) onde
K é um cubo dy-dimensional de lado 2p e cada um destes conjuntos
esta contido numa bola de raio v/dy + 1p. Temos por conseguinte

M iqs(E) = inf Y (diam B)* < N(v/dy + 1p)*

UECs gy

do

a; a -

<ot [T e 0t~ ottt
i=1

= Cyay ... agy(agy+1)° = Cqwa(E),

o que estabelece o Lema. O

[S]ISW

Assim, atendendo ao Lema temos

wq(E) > C, H\/doTa( )

e consequentemente
1
d o o _~ pyd
DUF) =y Juf ) walB) > fim > Ml E) 2 o HYP)
4 Beu
o que estabelece o resultado. O

Dada uma medida finita ;4 em X, podemos também definir o conceito
de dimensao de Hausdorff da medida por

dimy p = (lsii% inf{dimy Z : u(Z) > u(X) —0}.
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Em geral esta quantidade nao coincide com a dimensao de Hausdorff
do suporte da medida e fornece informacao adicional acerca da forma
como a medida p esta distribuida no seu suporte.

2. PRESSAO TOPOLOGICA NAO ADITIVA

Seja f: X — X uma funcao continua definida num espaco métrico
compacto X e J uma conjunto f-invariante onde é possivel introduzir
uma dinamica simbdlica. Recordamos o conceito de pressao topolégica
aditiva: para cada ¢ € C(X7) define-se a pressdo topoldgica aditiva de
¢ em J (relativamente a f) por

P(p) = lim —logz sup ngnof

N
m—+00 M, Ciyovin
i10n k=0

Designa-se aqui por f a funcio f oy, onde x:{1,....p}N - X é a
funcao de codificagao. Este abuso de notagao nao gera no entanto
ambiguidade uma vez que o objecto representado por f fica comple-
tamente determinado pelo contexto. Escrevendo ¢, = Zk o%n o fF
podemos reescrever a pressao topolc’)gica €omo

P(p) = lim logz SUp . (

m—-+o00 T, 011 vin

—_
~—

i1 +0n

Gostarfamos de averiguar a possibilidade de substituir ¢, por uma
sucessao arbitraria. Mostra-se no entanto que, em geral, se ¢, for
substituida por uma sucessao arbitraria o limite em (1) nao existe.

Para cada vector de cilindros de comprimento 1 (C;,, ..., C; ) definimos

n

21 in ﬂ k+ICk7 (2)

onde mais uma vez representamos f o y simplesmente por f.
Dada agora uma sucessao de fungoes ® = (¢, )nen, onde para cada
n € N, ¢, é uma fungao de {1,...,p}"' em R, define-se

sup  pn(8) se Ci, s, NX'J # @
(P(Ouzn) = BECH ...in

—00 se Cy i NX =0
Dado a € R define-se
M(J,a,®) = lim inf Z exp(—am(C) + sup ®(C)), (3)
" Cel'y,

onde I',, é o conjunto dos cilindros de comprimento pelo menos n. Pode
verificar-se que a fungao a — M (J, a, ) tem o seguinte comportamen-
to: existe ap € R tal que, para a < ag M(J, a, ®) = 00 e para a > g



CONSTRUCOES GEOMETRICAS E TEORIA DE DIMENSAO 5

M(J,a,®) = 0. Fica assim bem definido o nimero
P;(®) =inf{la e R: M(J,a,P) =0}
=sup{a € R: M(J,a,P) = +00}.

Este nimero diz-se a pressao topoldgica nao aditiva de ¢ no conjunto
J (relativamente a f). Quando ® é a sucessao de fungoes (¢ o f™),en
para alguma fun¢ao continua fixa ¢: X — R, o numero P,;(®) coincide
com a pressao topoldgica classica da fungao ¢ (relativamente a f). Ver
[3] para uma discussdo detalhada. Existe uma versao mais geral de
pressao topoldgica nao aditiva que nao requer a existéncia de dinamica
simbdlica (ver [3]).

3. CONSTRUGCOES GEOMETRICAS

Relembramos a nocao de expoente de Lyapunov para transformacoes
que nao sao necessariamente diferenciaveis. Seja f: R™ — R™ uma
transformagao (nao necessariamente diferenciavel) e d uma métrica em
R™. Sejam z € R™ e k € {1,...,m}. Seja ainda L, a familia dos
subespacos afins de dimensao k£ que passam pelo ponto z e

C.(0,n) ={y € B.(§,n) \ {z} : [flx, fly] C fB.(6,n) ,5=0,...,n};
onde

B.(8,n) = {y € R™ : d(fz, fiy) < S para j € {0,....n}}  (4)
e [v,w] C R™ designa o segmento de recta entre v and w.
Os nimeros

1 dlfm n
Af(z) = inf limlimsup —log sup M)
LEL, ,0—0 poqoo N yeCo(8,0)NL d(x’ y)

(5)

designam-se por expoentes de Lyapunov superiores de f no ponto x
(ver [2]).

Sejam agora f: R™ — R™ uma transformacao continua e J C R™
um conjunto f-invariante. Supomos que J pode ser decomposto em

conjuntos disjuntos Ry, ..., R, tais que
+oo
J= U Riin:
n=141-ipn
onde para cadan € Ne iy, ..., 4, € {1,...,p} o conjunto R;,..; éum

elipséide e satisfaz
n—1
—k
Rllln = ﬂ f (Rik+1)‘
k=0

Esta construcao diz-se uma construcao geométrica e referimos-nos a .J
como o conjunto limite da construgao (ver [3]). Podemos pensar nos
conjuntos Ry, ..., I}, como os elementos de uma partigao de Markov
de J, apesar de nao assumirmos nenhum comportamento exponencial.
Supomos também no que se segue que:
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1. podemos definir uma funcao x: {1,...,p}" — J por
X(iig-- ) = ﬂ R, iy (6)
n=1

i.e., a intersec¢do em (6) contém um e um s6 ponto para cada
sucessao (iyiz---) € {1,...,p};

2. paracada x = x(iyig---) € J 0 k-ésimo eixo Lg(x,n) do elipsdide
R;, ..., satisfaz

1 dl ™ n
Af (z) = lim lim sup — log sup d(f"z, ["y)

9
=0 potoo M y€C(8,n)NLy (z,n) d(z,y)

i.e., os eixos de cada elipsdide coincidem com as direcgoes para
as quais o expoente é atingido;

3. para cada x = x(iyiy---) € J as imagens por f de pontos ex-
tremos do segmento de recta R;,..;, N Ly(fx,n—1) sdo os pontos
extremos de R;,...;, N Lg(x,n).

Notamos que uma vez que os conjuntos Ry, ..., R, sao disjuntos, temos
R, ..., N Rj,..;, = @ sempre que (iy---4,) # (j1---Jn) € consequente-
mente y € injectiva.

Sob as hipdteses anteriores é facil verificar (considerando os pontos
extremos na condicao 3) que

1 R i
A (z) > limsup lim sup — log w (7)

{—+o00 n—4oo n a’k(Ril‘“inJr[)
para todos os z € J. Dada uma medida finita f-invariante p em J e
a > 0 dizemos que J tem distor¢ao no mdzrimo « relativamente a p se

Af (z) < limsup lim sup 1 log Ul Binrinsr) +a (8)
l—+oco n—+oo T ak<Ri1---in+4)
para p-quase todo o ponto x € J.
Pode verificar-se que se f é uma transformacao expansora de classe
C'*¢ e adicionalmente se comporta como um produto de transfor-
magoes conformes com as direc¢oes Li(n) = Li(x,n) independentes
de z para cada n fixo, entdo J tem 0-distor¢ao (relativamente a qual-
quer medida invariante). Este facto é uma consequencia da propriedade

de distorgao limitada em cada direc¢ao Ly (n), no sentido de que existe

M>0talqueseneN, z,y € R;,..;,, e k=1, ..., mentao
ldfy' | Li(n) ]

Podemos pensar na nogao anterior de distor¢cao como uma general-
izagao da propriedade de distor¢ao limitada ao caso diferencidvel, com
o parametro « descrevendo o grau de distorcao. O modelo que de-
screvemos ¢ diferenciavel mas esta condicao nao é necessaria. De facto
pode mostrar-se que existem transformacoes nao diferenciaveis com
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distorcao zero. Existem também exemplos de transformacoes para as
quais (7) nao é uma identidade.

4. ESTIMATIVAS DE DIMENSAO

O resultado seguinte usa os expoentes descritos anteriormente para
obter estimativas de dimensao para medidas com suporte em conjuntos
limite de construgoes geométricas.

Para cada t € [0, m] definimos uma sucessao de fung¢oes ®; em J por

1)1
Ont =nta —n Z A}“(x, m) —n(t — LtJ)AEJ (x,m),

j=1
onde
Af(z,n) =inf{A{(z) : 2 € R;, 4}
para cada k € {1,...,m} e x € x(iyiy...).

Teorema 4.1. Seja J wm conjunto f-invariante com distor¢ao no
mdzimo « relativamente a uma medida p f-invariante em J. Entao

dimpy p < inf{t € [0,m] : P;(®;) < 0}.

Demonstracao. Seja t € [0,m] tal que P;(®;) < 0 e fixemos ¢ €
(0, —Pj(®;)/2). Como tem distor¢ao no maximo-« relativamente a
conclui-se que para p-quase todo o x = x(i1is- -+ ) € J existem inteiros
positivos ¢(x) e n(z, £) tais que se £ > {(x) e n > n(x, () entdo

Aﬁ(m)gglog (R +a+e,

i1 ---in+e)
e consequentemente,

< exp[n(—A} (z,n) + o+ ¢)] diam J.

(9)

ak<Ril"-in+e) < exp[n( Aﬁ(ﬂf) +a+ 5)]ak(Rin+1"-in+e)
+
k

Consideramos agora o conjunto
Qr={zreJ l(zx)<ren(zi)<rparai</{(x)}

Claramente

U Q,=J (mod0).

reN
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Fixemos r € N. Por (9), para cada x = x(ijiz---) € @, e n > r temos
U%(Z%' = al(lghnin+e)"'aLﬂ(}%hnin+z)PIUJ+1(Z%h~in+eﬂt7L”

11...in+g)
<Hexp (=Af(z,n) + o + ) diam J]-

-exp[n(—A
= (diam J)" exp[% n(—A(z,n) + a+e)+
+ (—nA'f;J;(x, n) +na+ ne)(t — [t])]
= (diam J)" exp[—n i Af(z,n) = n(t — [L)A], (2, n)+
T
= (diam J)" exp(pn(7) + net)

LtJ+1(x’ n) + a + ¢) diam JJ'~

(10)

Para cada ¢ € N denotamos por U, a cobertura de J pelos elipsdides
R, ..i,,,. Pela escolha de € e atendendo ao facto de que @, C J, temos
que

M(Q,,—e, ;) < M(J,—¢e,P,) = 0.

Assim, como

= M(Q,,—,®;) = lim inf exp(em(C) + &,(C))

n——+oo I'y

Cel'y
existe para cada 6 > 0 uma cobertura de @, por elipséides Ry, ...,
Ry, tais que: I; tem tamanho n; + ¢ com n; > r para j =1, ..., N;
wt(RIj)l/t < § para j =1, ..., N (podemos escolher os n;’s suficien-

temente grandes por forma a obter eixos suficientemente pequenos);
e

N
Zexp On; (R, )e™t < 6 (11)
j=1
(basta neste caso escolher ¢ por forma a que n; + ¢ > n;t, i.e. [ >
max]e{l ~ny{n;(t — 1)} Usando (10) e (11) obtemos

-----

N
Z wy(Ry,) Z exp @, +(Ry,)e™! (diam J)" < § max{1, (diam J)™}.
— o
Como ¢ é arbitrério obtemos D(Q,) = 0. Segue da Proposigao 1.1 que
dimyg @, < t. Deste modo,

dimg p < dimpy U Q, =supdimy Q, <t
reN reN
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sempre que P;(®;) < 0. Fica assim estabelecido o resultado pretendido.

U
Assume-se agora que existem constantes ¢, co < 0 tais que
a < Af(z,n) < e
para todoox € J,n € Ne k=1, ..., m. Mostra-se neste caso que

existe um unico numero ¢ > 0 tal que Pz(®;) = 0. Mais, segue do
Teorema 4.1 e da monotonicidade de t — P;(®;) que dimpy pu < t.
Definimos agora

Al =infess{A}(z): z € J},
onde infess denota o infimo essencial. O resultado seguinte é uma
simples consequencia do Teorema 4.1.

Corolario 4.2. Se o conjunto f-invariante J tem distor¢ao no maximo
a relativamente a uma medida finita p f-invariante em J entdao
[t]-1
dimg p <inf ¢ t € [0,m] : ZA+ J)AJr > logp + ta

Demonstragao. Para cada t € [0, m] define-se uma sucessao de fungoes
constantes ®; em J por
[t]—1

Pnt(x) = ntr — Z A —n(t = [t])A]

Temos claramente que ¢, () < gon,t(a:) e consequentemente P;(®;) <

P;(®,). Pelo Teorema 4.1 temos dimy 1 < t sempre que Py(®;) < 0.
Pelo Teorema 1.4 e pela Proposi¢ao 1.10 em [3] obtém-se

P ((I)t) < lim 1nf—10g Z exp(Pnt(Riyin))

n—oo N
i1 ln
[t]-1
<11m1nf—log( "Ont) = logp +ta — ZA;F— — [tDA],
j=1
e logo
[t]—1
ZA* J)A < logp + ta.
Temos imediatamente o resultado pretendido. Il
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