EXPOENTES DE LYAPUNOV E TEOREMA
ERGODICO MULTIPLICATIVO

CESAR SILVA

REsUMO. Introduz-se o conceito de expoente de Lyapunov no caso
de transformacoes diferencidveis e discutem-se alguns aspectos da
extrutura que surge com a introdugao deste conceito. Em particu-
lar enuncia-se o teorema ergédico multiplicativo na versao classica e
para transformagoes néo invertiveis. Apresenta-se de seguida uma
nocao de expoente de Lyapunov para transformacoes nao neces-
sariamente diferencidveis e mostra-se que numa classe alargada de
repulsores de conjuntos hiperbdlicos os dois conceitos coincidem.

1. EXPOENTES CLASSICOS E TEOREMA ERGODICO MULTIPLICATIVO

Consideremos uma funcao f : R — R diferencidvel com inversa difer-
enciavel. Temos

) @)= 1T @) = [T @)
Deste modo, ) )
1og (/) (1)) = tog [T 17 ()] = = S log £ (#4().

Relembra-se o seguinte resultado

Teorema 1.1 (Teorema ergddico de Birkhoff). Dada ¢ : X — R,
uma funcao de L'(X, 1) em que p € uma medida de probabilidade f-
mvariante, temos que para p-quase todo o ponto x € X existe o limite

S 67 (x).

Além disso ¢* € L*(X, ), € f-invariante e satisfaz

/X b = /X e

O teorema ergédico de Birkhoff mostra que se log | f'| € L)(R, ) entéo

5'(z) = lim —

m—-+oo 1N

) 1
lim —
n—-+oo N,

n—1
S log |7 ()] = Tim_~log| (/") (@)
k=0

Date: 28 de Outubro de 2002.
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existe para p-quase todo o ponto.
Tentemos generalizar para uma funcao diferenciavel f : R” — R™.
Neste caso temos dois problemas:

L \ldf? )| < T1iZ lldf ez || ndo é uma igualdade.

2. ||dfyv]] = ||df pr-1p.df -2y . .. dfpv]] < ||df pr-rg|]-||df pnzq|| - - - || dfs0]]-
Temos muitas direc¢oes mas s6 a norma correspondente a df, re-
flecte este facto.

Definimos o conceito de expoente de Lyapunov da seguinte forma: dada
uma funcao diferenciavel f : M — M (supomos por simplicidade que
M é um subconjunto aberto de R™) definimos o expoente de Lyapunov
(superior) do par (x,v) € M x T, M por

1
A (z,v) = limsup — log ||dfv]|.
n—-+o0o n

Por uma questao de normalizacao e de forma a incluir o vector nulo na
definigao fazemos A*(z,0) = —oc.

Observacgao 1.2. Dada uma transformacao invertivel f : M — M
com inversa diferencidvel podemos também definir o expoente de Lya-
punov inferior (i.e. para tempo negativo) do par (x,v) € M x T, M
por

1
A" (z,v) = limsup T log ||df 7 v]|.

A seguinte proposicao fornece algumas propriedades fundamentais do
expoente superior.

Proposigao 1.1. Para x € M, v,w € T,M e o € R\ {0} temos

L. A (z,av) = AT (x,v);
2. A (z, v+ w) < max{A*(z,v),\T(z,w)};
3. se \t(z,v) # At (z,w) entao A" (x,v+w) = max{\*(z,v), \T(z,w)}.

Demonstragao. Sejam x € M, v,w € T, M e a € R\ {0}. Temos

1 1
AT (, av) = limsup — log [|df;! (aw)|| = lim sup — log (|a|[|df;'v]))
n

n—+oo T n—+oo
1
= limsup ~ log | df2] = A* (, ),
n—-+o0o n

o que mostra a afirmacao 1.



EXPOENTES DE LYAPUNOV E TEOREMA ERGODICO MULTIPLICATIVO 3

Observe-se agora que
Clog Jdf7 (v + w)| <+ log (7] + )
<~ log (2max{ |7 |f2w]})
< = (log 2+ log max{ |70l df7wl 1)

1 1 1
< —log 2 4+ max{— log ||df; v, — log ||df w] }.
n n n

Calculando lim sup estabelece-se 2, atendendo a que para duas sucessoes
a, ¢ b, temos

max{lim sup a,,, limsup b, } = lim sup max{a,, b, }.

Suponhamos seguidamente, sem perda de generalidade, que A" (z,v) >
AT (z,w). Atendendo a (2) temos que

M(z,v+w) <A (2,0) = A (2, w+ v —w)
< max{\*(z,v 4+ w), \* (z,w)}.
Observa-se entao que se max{ A" (z, v+w), A\*(z,v)} = AT (z,v) obterfamos

uma contradi¢do. Conclui-se entao que max{\"(x,v 4+ w), A" (z,v)} =
AT (z,v + w). Obtemos portanto

A (z,v+w) <A (z,0) < AT (2,0 4+ w),
o que mostra (3) e conclui a demonstragao. O

O resultado seguinte comeca a caracterizar a estrutura introduzida pe-
los expoentes de Lyapunov.

Teorema 1.3. Para cada x € M existem um niumero inteiro positivo
sT(z) < dim M, nidmeros reais \] (x) < -+ < )\;Z(m) (x) e espagos
lineares {0} = Vo' () C Vi"(2) C -+ C VT, (z) = T, M tais que, para
cadai=1,...,s"(x), temos
Vi (z) ={veT,M: X\t (x,v) <\ (2)}

e sev € V.M (x)\ Vi (z) entao AT (z,v) = N\ (z).

Demonstragao. Vamos mostrar que se A(z,v1), ..., \(x,v;) sdo distin-
tos entao os vectores vy, ..., vy € T, M sao linearmente independentes.

Suponhamos que eram linearmente dependentes. Entao existem oy, . .., ag,
nao todos nulos, tais que aq.v1 + - -+ 4+ ag.vp = 0. Temos entao

—00 = A (2,0) = AT (2,001 + -+ + . vp)
=max{\"(z,v;): 1 <i<mea; #0} #—o0,
uma vez que por hipdtese os AT (x,v;) sdo todos distintos e existem

pelo menos dois a; s nao nulos. Chegamos assim a uma contradicao.
Concluimos portanto que os vectores sao linearmente independentes.
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Portanto, existem no méximo m = dim M valores (diferentes de —o0)
distintos para A\ (x,-).

Sejam entdo A (z) < -+ < Al (), s*(z) < dim M, os valores dis-
tintos que AT (x, ) pode assumir. Definindo

Vi (z) ={veT,M: \"(z,v) <\ (2)},

concluimos que {0} € Vi"(x) € --- £ V7, (x) = T, M. Deste modo,
se v € V.M (x) \ Vit (z) temos que A\ (x) < A(x,v) < A/ (x). Como
A(z,v) ndo pode assumir nenhum valor em |\, (z), \] (z)[ conclui-se
que A(z,v) = A\ (). O

Se f: M — M for um difeomorfismo temos um resultado analogo.
Concretamente temos o resultado seguinte.

Teorema 1.4. Para cada x € M existem um niumero inteiro positivo
s7(z) < dim M, ndmeros reais Ay (x) > -+ > )\;,(x)(ac) e espagos
lineares T,M = Vi (x) 2 -+ 2 V.~ )11 (x) = {0} tais que, para cada
i=1,...,s (x)+ 1, temos

V(@) = {v € TLM : A~ (2,0) < A7 (2)}
esev eV (z)\V._,(x) entao A\~ (z,v) = A, (z).
Demonstracao. Paralela a demonstracao do Teorema 1.3. U

Dado um difeomorfismo seria interessante compreender que relacao ex-
iste entre os nimeros st (z) e s™(x). Serdo iguais sob determinadas
condicoes?

Seria também interessante saber o que podemos dizer sobre a extrutura
dos conjuntos V;*(x) e V" (z).

Comecamos por fazer uma definigao.

Definicao 1.5. Seja f : M — M um difeomorfismo. Um ponto x € M
diz-se Lyapunov regular (ou simplesmente regular) em relagao a f se
se verificarem as sequintes condi¢oes:

1. st(z) = s (x) d:efs(w);
2. existe uma decomposicao

s(x)

T.M = @ Hi(x),
=1

onde

para cada i =1,...,s(x);
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3. para cada v € H;(z) \ {0} temos

1 e
—log [|df"v|| = Af () = =A; (2) Z A(2),

lim
m—too ‘m’
com convergéncia uniforme em {v € H;(z) : ||v|| = 1};
4.
1 s(z)
i — log|det dfy"| = > Ni(@) dim Hy(x). (1)

i=1
A condicao 1. exige que tenhamos o mesmo numero de valores distintos
para AT (z,v) e A" (x,v). As condigbes 2. e 3. exigem em particular
que exista uma decomposicao do espago tangente numa soma directa
de subespacos tal que o valor do expoente superior calculado em cada
vector nao nulo do subespago H;(x) seja sempre o mesmo e seja ainda
igual ao simétrico do valor correspondente para o expoente inferior. A
condicao 4. diz essencialmente respeito ao comportamento dos angulos
entre os espagos H;(x).

A nocao de ponto regular corresponde a uma exigéncia consideravel da
estrutura proveniente dos expoentes de Lyapunov AT e A™, no entanto,
do ponto de vista da teoria da medida, com condi¢oes de integrabilidade
muito gerais, pode verificar-se que existem muitos pontos regulares.
Seja 1 uma mediada finita em M. Denotamos por L'(M, p) o conjunto
das fungoes p-integraveis em M. Define-se ainda, para cada a > 0, o
nimero logt a = max{loga,0}. Temos o seguinte resultado devido a
Oseledets.

Teorema 1.6 (Teorema Ergédico Multiplicativo). Se f : M — M
¢ uma transformacao diferencidvel com inversa diferencidvel e p €
uma medida finita f-invariante em M com log™ ||df]|, log™ ||df 71| €
LY (M, i) entao u-quase todo o ponto € reqular.

Demonstragao. Pode ver-se uma demonstracao deste resultado em [?]
O

Existe também uma versao do teorema anterior para o caso de trans-
formagoes que nao sao necessariamente invertiveis.

Teorema 1.7. Se f: M — M ¢é uma transformacao diferencidvel e
p € uma medida finita f-invariante em M com log™ ||df|| € LY(M, )
entao para p-quase todo o ponto x € M temos

1
lim — log||df™v| = Af
m - log [|dfy"v]| = A7 (2)

para cada @ = 1,...,s7(x) com convergéncia uniforme em qualquer
subespago F C V¥ (z) tal que F NV, () =0 e além disso
st (x)

1
lim — log|det df"| = A (x) dim k(). 2
i —logldetdf = 3 Af (x) dim & (1) 8)

m—-+4o0 -
i=1



6 CESAR, SILVA

Demonstracao. A demonstracao deste resultado esta contida quase na
totalidade na demonstracao do Teorema ergdédico multiplicativo. A
parte da demonstracao que requer ideias novas diz apenas respeito a
convergéncia uniforme. O

2. EXPOENTES PARA TRANSFORMACOES NAO NECESSARIAMENTE
DIFERENCIAVEIS

Dadas uma transformacao (nao necessariamente diferenciavel) f: R™ —
R™ e uma métrica d em R definimos para cada = € R™ e k €
{1,...,m} o nimero

1 dlf™ n
Af(z) = inf limlimsup —log sup (fa:—,fy)’
LEL, x,6—0 pqoo N yeCa(6,)NL d(l‘, y)

(3)

onde L, denota a familia de conjuntos da forma z 4 F' para algum
subespaco F' C R™ de dimensao k e

Co(0,n) = {y € B.(6,n)\{z} : [Pz, fiy] C fIB,(6,n) para j € {0,...,n}};
onde
B.(6,n) = {y € R™ : d(f’x, fiy) < § para j € {0,...,n}}, (4)

e [v,w] C R™ denota o segmento de recta entre v and w. Designamos
0s nuimeros

Al (@) S AJ(x) < - <A (2)

por expoentes de Lyapunov superiores de f no ponto x. Estes niimeros
desempenham o papel dos expoentes de Lyapunov para transformacoes
nao diferenciaveis. Observamos que os valores dos expoentes ficam
inalterados substituindo d por uma métrica equivalente em R™.
Podemos também definir de forma semelhante um “expoente inferi-
or” para transformacoes invertiveis nao necessariamente diferenciaveis.
Concretamente

n n
A, (z) = inf limlimsup = log  sup M, (5)
LE€L, k60 noyoo [N yEC(6,n)NL d(z,y)

onde L, j se define como anteriormente e alteramos um pouco as defi-
nigoes de B,(d,n) e Cy(d,n) sem no entanto mudar a designagdo uma
vez que a versao adequada fica determinada pelo expoente em causa.
Assim, no caso do expoente A, (x) definimos para cada § > 0 e cada
inteiro negativo n os conjuntos

Ca(d,n) = {y € Bo(0,m)\{w} : [z, f7y] C f/Bo(d,n) para j € {n,..., 0} };
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onde
B.(6,n) = {y € R™ : d(f’x, fly) < § para j € {n,...,0}}, (6)
e [v,w] C R™ se define como anteriormente. Designamos os nimeros
AT(2) 2 Ay (a) 2 - = Ay (a)

por expoentes de Lyapunov inferiores de f no ponto x.

Gostariamos agora de obter condigoes sob as quais temos igualdade
entre os dois conceitos de expoente. A partir de agora f é uma trans-
formacao diferenciavel. Comecgo por introduzir alguns conceitos.

Definigao 2.1. Se J C R™ ¢é um conjunto compacto f-invariante (i.e.
tal que f~'J = J) dizemos que f é uma transformacdo expansora
(diferencidvel) em J e que J € um repulsor de f se existem constantes
C >0 ea>1 tais que ||dg"v|| > Ca™||v|, para todos os x € J,
veR™ eneN.

E imediato que uma transformacao expansora diferenciavel é um home-
omorfismo local em cada ponto. Temos também a defini¢ao.

Definicao 2.2. Seja a € (0,1]. Dizemos que f tem derivada o-
limitada no conjunto J C R™ se df, for invertivel e

I(dfa) = 12 ldfe ]l < 1
para todo o x € J.

Temos os seguintes exemplos de transformagoes com derivada a-limitada.

Exemplo 2.3. Consideremos a transformacdo f : R?> — R?, dada por

fr = Ax, onde
n 0
=5 1)

com |n| > |m|>1, m,n €Z.
Nesta familia de transformacgoes podemos facilmente determinar ele-
mentos com derivada a-limitada. De facto, basta notar que

(e f)HIT e fI] = faf =],

e portanto, fazendo |n| < |m|'*t®

da a-limitada.

Podemos transportar este exemplo para transformacgoes em R™. Nomeada-
mente temos a sequinte generalizacao.

Consideremos a transformacao f : R™ — R", dada por fr = Az, onde
todos os valores proprios da matriz A sao distintos e tem mddulo maior
que um. Temos que

1(daf )M 1T daf | = (oain [ As]) ™~ max [Ai].

, obtemos transformacgoes com deriva-

Assim, escolhendo os nimeros \; de modo que max; |\;| < (min; |A;]) ™17,
obtemos transformagoes com derivada a-limitada.
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Os exemplos anteriores dao origem a muitos outros notando simples-
mente que qualquer perturbacao C* de f (que corresponde a uma peque-
na variagao de f e das suas derivadas) tem ainda derivada a-limitada.

Relembro que uma transformacao se diz de classe C1T* se for Holder
com expoente .

Denotamos por p; (z), k= 1,...,m (m = dim M) os valores do expente
de Lyapunov contados com as respectivas multiplicidades, i.e., tais que

pdimVitl(:p)Jrl(‘T) == Pdimvj(x)(x) = A\ (2).
Temos o seguinte resultado.
Teorema 2.4. Seja f: R™ — R™ wma transformacao de classe C1T
com um repulsor compacto f-invariante J no qual tem derivada o-
limitada e seja p uma medida finita f-invariante em J. Entao A} (z) =

py(x) para p-quase todo o pontox € J ek =1, ..., m.

Demonstracao. A desigualdade

1 d n
Af(z) > inf limsup—log sup ldfz vl

b —q.t.p

é relativamente simples de obter. Usa-se a diferenciabilidade de f para
majorar uma determinada razao incremental (que no limite nos da a
norma da derivada na defini¢do de ¢} (z)) pelo supremo de outra razao
incremental, num conjunto adequado. Para estabelecer a igualdade
¢ (x) = p(x), valida num conjunto de medida total, usa-se o Teorema
ergdédico multiplicativo para transformacoes nao invertiveis. E aqui
essencial a convergéncia uniforme.

A outra desigualdade é mais complicada. Mostra-se de seguida que
Af(z) <¢i(x) = p" (x)

= q.t.p

Seja d = 0(x) > 0 tal que f é um difeomorfismo em B,(§). Como, para
cada n € N temos B,(d,n) C B,(d), f é também um difeomorfismo
local em B,(0,n).
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Sejay € Cp(d,n+1)eje{0,...,n}. Temos
dfyt (dfI+) ™!
= df},df,(df.) " (df},)
= df},(dfy,) " + dff,df, (df) ' (dff,) "
—df3,(df},)"
= df,(df},) "t + df},dfy, (df:) " (df,) ", (df ) !
— df3,(df},) " df, (df )
= [I+df},df,(dfz) " (df},) " = dff,(dff,) "] dff,(df,) ™
= [I+dfy,(dfy(df, ") — D(df},) ] dfy, (dff,)

Conclui-se que,

AR - . o
. . < 1+lid fyll-l(d Y df —0)].]|(d ]y
4 @) ] I, 111 ()™ = DL,

< 1+ Culldff, |- df, — df.l-I1(df7,) "
1 Cr = max{||(df,)""|| : y € J} (7)

< 1+ Golldff, |-y — ll*lI(dff,) I,

T O™ j.e., derivada Holder com expoente o

Vamos agora estudar os termos a direita da desigualdade.

ly — [l = 1h; (fy) = hi(f =) < [ld(Ry)|l - [ /7y = fell,  (8)
onde h; é a inversa local de f7 e onde z é um ponto no segmento de recta
entre fiy e f/z e logo em f/B,(§,n+ 1), pela definicao de C,.(6,n+1).
Assim

f'hiz € f'B.(6,n+1) C Bye,(6) (9)

para { =0, ..., J.
Como a derivada de f é a-limitada em J e J é compacto, existem \ < 1
suficientemente grande e ¢ suficientemente pequeno tais que

I(df) =M 1M ldf ]l < A

para todo o z numa vizinhanca-6 de J, Js. Seja agora G > 0 tal
que e*®)\ < 1. Fazendo de novo § suficientemente pequeno podemos
assumir que, se v, w € Js e d(v,w) < 2J se tem

[log [|(df,) ™[I = log [|(dfu) ' lI] < 8.

Basta notar que J é compacto e v — log ||(df,)™!|| ¢ continua. Temos
assim

1(df en,2) M < €7I1(df pey) I (10)
para { =0, ..., n.
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Desta forma, visto que d(h;), = (dj‘“,{jz)_1 temos que

ld(hs)= = 11y )7 < TT I pen, )71 < Cae™ TT 11 12) 7
=0 /=1

onde

Cy = sup [(dfu)M1I/ inf |[(dfu) Il

weJs

Obtemos

J
ly — 2l|* < 6\ d(hy)-[|* < C5*6%e™® T Idfpey) 1> (11)
=1
Deste modo

1df7, 1 (dr7,) < TTCFpey |- 1 (fgey) D (12)
=1
T Regra da composta (13)

Conclui-se que
ly — 2||* < C5%6%e*IN = C5%6%(e*P\).
T Derivada a-limitada

Assim, paraz € J,n e Ny e C.(,n+1) e j€{0,...,n}
T (df ) < df, (dff,) M (1 + CyY)

n +o00
<[[a+cv)<JJa+Cy)=r
j=1 j=1

T Repetir processo

Dada uma transformacao linear A, define-se para cada subespaco F' C
Rm

?

Av
IAllr = sup 1 Av]|
veF\{0} [v]]
Deste modo, dadas transformacoes lineares A e B, temos
| BAv||
|BA||p = sup < [|BI| - [|Allp-
vervioy V]l

Fazendo entao A =df]' e B = df;(dfg)’l conclui-se que
ldfy 11e < Ndfy (@f) Il df e < Tlldf | e
parax € J,n € Ney e C.(d,n). Seja agora w =y —x € F. Entao
"2 1) / 1770l it

sup ||df2 || pd(z,y) < Tdfy || Fd(z,y).
ZEC (6,n)N(z+F)
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Temos portanto que

d(f"z, f'y)
— = < 7|ldf||F,
aryy =1
pelo que
lim sup — log sup W < limsup — log ||df ;|| ,
n—-+oo T y€CL (8,n)N(z+F) (ZE,y) n—+oo 7

e logo
1
Af(z) < inf lim —logl|df*||r = ¢ (z).
f)< b tim loglldf e = of (2
A demonstracao fica concluida notando que, como foi referido no inicio,

¢y (x) = p{ (z) num conjunto de medida total. d

Existe ainda uma versao do teorema anterior para conjuntos hiperbélicos.

Teorema 2.5. Seja f: R™ — R™ um difeomorfismo de classe C1T

com um conjunto hiperbolico compacto f-invariante A tal que

el e | N (dfal o) TH < 1 e H(dfmlEuu))‘l||1+C“dex\Eu<:c>H(<)1
14

para todo o x € A. Seja ainda p uma medida finita f-invariante em

A. Entao
A (@) = py (2) = —py (2) = — Ay (2)
para ji-quase todo o pontox € A ek =1, ..., m.

Demonstracdo. A demostracao utiliza técnicas semelhantes a demostracao
anterior. U

Este teorema é natural atendendo a que temos uma condicao semel-
hante a condigao de derivada a-limitada na direccao onde temos con-
traccao e na direcgao onde temos expansao.
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